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Prologo

Las VII Jornadas de Ensefianza de la Matematica hibridas, realizadas en su parte presencial en las
instalaciones de la Universidad Nacional de Salta del 24 de julio al 2 de agosto de 2023, representaron
un hito en el continuo esfuerzo por mejorar la calidad de la educacion matematica en nuestra region.
Durante esos dias, docentes, investigadores y estudiantes se congregaron con el objetivo de reflexionar
sobre sus practicas docentes, compartiendo experiencias y conocimientos que, sin duda, contribuirén al
enriquecimiento de la comunidad educativa.

Las Jornadas ofrecieron un variado programa de actividades que incluy6 conferencias magistrales,
talleres practicos y comunicaciones breves. Entre las actividades destacadas, se encuentran las conferen-
cias de Valeria Borsani, que abord¢6 El pasaje de la aritmética al dlgebra en los primeros afios de la escuela media,
la de Andrés Rieznik, que abordé Discalculia, un capitulo olvidado de la neuropsicologia, y el de Daniela Re-
yes, Empoderamiento docente, ;por qué pensar en ello? y cinco talleres sobre ensefianza de la matematica.
La participacién activa de los asistentes reflej6 el interés y el compromiso con la mejora continua de la
ensefianza de la matematica.

Queremos expresar nuestro més sincero agradecimiento a todos los participantes, ponentes y talleris-
tas que, con su dedicacién y entusiasmo, hicieron posible el éxito de este evento. Asimismo, extendemos
nuestro reconocimiento a la Universidad Nacional de Salta y a todas las instituciones que nos brindaron
su apoyo.

Las presentes Memorias recogen las ideas, debates y conclusiones surgidas durante las Jornadas, sir-
viendo como un valioso recurso para todos aquellos interesados en la ensefianza de la matematica. Espe-
ramos que este compendio inspire a los lectores a continuar explorando y aplicando nuevas estrategias
pedagdgicas en sus aulas.

Con la mirada puesta en el futuro, confiamos en que las proximas ediciones de las Jornadas de Ense-
fianza de la Matematica seguiran siendo un espacio de encuentro, reflexién e innovacién para nuestra
comunidad.

Prof. Antonio Noé Sangari
Coordinador de las VII Jornadas de Ensefianza de la Matematica
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DE§CIFRAND0 LOS SECRETOS DE LA PISTA!:
ESTADISTICA Y SIMULACIONES EN LA FORMULA 1

CinTtHIA NOELIA DEL VALLE VIDES
Universidad Nacional de Salta
diamantecinthia@gmail.com

EzeEQuIEL FrRaANCIsSCO CHOCOBAR
Universidad Nacional de Salta

REsUMEN. Este taller consistira, en lineas generales, en mostrar a los cursantes una apli-
cacion tal vez poco conocida pero muy curiosa y utilizada de la Estadistica descriptiva
en el &mbito de la Férmula 1, a través de una propuesta de trabajo con lotes de datos
reales en la que se utilizardn los conceptos bésicos de esta rama de la matemética, con
ayuda del programa Microsoft Excel. A su vez, se espera que la propuesta pueda ser
atil para aquellos asistentes que quizds se dedican a la ensefianza de la Estadistica, de
manera que a partir de ella sean capaces de pensar en otras propuestas diddcticas ori-
ginales para llevar a cabo con sus respectivos grupos de alumnos.

Se trabajaran con los tiempos realizados por algunos de los pilotos en cada una de las
vueltas de la Practica 2 de un Gran Premio de F1, los cuales pueden ser organizados en
una tabla. A partir de este lote de datos se pueden obtener resultados muy importantes
para las escuderias como por ejemplo el promedio de vueltas, la vuelta rapida y/o lenta
(valores alejados), el ritmo de carrera (qué tan consistente es el desempefio del binomio
piloto-auto, es decir si este realiza vueltas muy rdpidas pero también muy lentas o si
logra mantener el ritmo en toda la carrera), estimar la degradacién de los neumaéticos,
etc. y a su vez comparar los resultados del binomio analizado con los binomios contrin-
cantes para predecir el resultado del Gran Premio.

1. INTRODUCCION

1.1 Importancia del taller

Este taller consistird, en lineas generales, en mostrar a los cursantes una aplicacién tal vez poco cono-
cida pero muy curiosa y utilizada de la Estadistica descriptiva en el &mbito de la Formula 1. A través de
una propuesta de trabajo con lotes de datos reales en la que se utilizaran los conceptos basicos de esta
rama de la matematica, con ayuda del programa Microsoft Excel. A su vez, se espera que la propuesta
pueda ser ttil para aquellos asistentes que quizas se dedican a la enseflanza de la Estadistica, particu-
larmente en el nivel medio y superior, de manera que a partir de ella sean capaces de pensar en otras
propuestas didécticas originales para llevar a cabo con sus respectivos grupos de alumnos.

La Férmula 1, abreviada como F1 y también denominada la «categoria reina del automovilismo», es
la competiciéon de automovilismo internacional mas popular y prestigiosa, superando a otras categorias
como la NASCAR, el Campeonato Mundial de Rally, el Campeonato Mundial de Turismo o la Férmula
E, entre otras. A cada carrera se le denomina Gran Premio y el torneo que las agrupa se denomina Cam-
peonato Mundial de Férmula 1. La entidad que la dirige es la Federacion Internacional del Automévil
(FIA) y actualmente compiten en ella 10 escuderias con dos pilotos por cada una (que también compiten
entre ellos), es decir un total de 20 pilotos. Pero es importante mencionar que, como explica Ramirez [1],
un Gran Premio de Férmula 1 no sélo es la carrera que se lleva a cabo los domingos, ni la sesién de cali-
ficacién, aunque para los aficionados son los eventos mds emocionantes. La actividad en pista comienza
desde el viernes (en algunos casos extraordinarios, se adelantan al jueves) con las practicas libres. En
total, son tres sesiones de précticas libres a lo largo del fin de semana de un Gran Premio, cada una de
ellas con una duracién de 60 minutos, las cuales resultan indispensables para los pilotos y los equipos.

La segunda sesién de entrenamientos es posiblemente la mas importante (y es justamente la que nos
interesa analizar en este taller), ya que se realiza a la misma hora (casi siempre) a la cual se desarrollara
la carrera, por lo que los ingenieros obtienen informacién maés precisa sobre el clima y la temperatura,
lo cual es vital para conocer las condiciones y comportamiento de los neumaéticos. De esta manera, los
autos utilizan dos juegos de neumadticos, los mismos que se usaran en la carrera y en la calificacién.
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Normalmente, los equipos usan los primeros 40 minutos para marcar tiempos rapidos, por lo que usan
poco combustible (para hacer el auto mas ligero) y eso arroja un panorama maés claro de lo que podria
suceder en la sesién de calificaciéon. Los tltimos 20 o 15 minutos, las escuderias optan por cargar el
almacén de combustible hasta casi llenarlo. Esto hace que el auto sea mds pesado y lento, y a esto se le
conoce como “ritmo de carrera”, pues arroja datos y condiciones a lo que serd el inicio de la carrera.

En este taller se trabajaran con los tiempos realizados por algunos de los pilotos en cada una de las
vueltas de la Prictica 2, los cuales pueden ser organizados en una tabla. A partir de este lote de datos
se pueden obtener resultados muy importantes para las escuderias como por ejemplo el promedio de
vueltas, la vuelta rdpida, la vuelta lenta (valores alejados), el ritmo de carrera (que tan consistente es
el desempefio del binomio piloto-auto, es decir si este realiza vueltas muy rapidas pero también muy
lentas o si logra mantener el ritmo en toda la carrera), si hay tiempos de vuelta muy alejados a los demas,
estimar la degradacién de los neumaticos, etc. y a su vez comparar los resultados del binomio analizado
con los binomios contrincantes para predecir el resultado del Gran Premio. Con estos resultados algunas
veces las escuderias toman decisiones en cuanto estrategia o mecénica del automévil para mejorar el
rendimiento, pero el aporte mas importante de este estudio radica en lo que significa para la preparacién
mental del piloto y del resto del equipo para un posible resultado al final de la carrera, Efectivamente,
todo esto no puede ser logrado sin la ayuda de la Estadistica.

Para cursar este taller se necesita que los participantes tengan una computadora o tablet con Microsoft
Excel descargado en versién 2016 o posteriores, o en su defecto alguna versién anterior y el software
Geogebra. Esto se debe a que las versiones anteriores de Microsoft Excel no tienen la opcién para realizar
Diagramas de Cajas.

1.2 Fundamentos

De acuerdo a la definicién que presenta Ahumada [2], «La estadistica es la ciencia que estudia los métodos
para recoger, organizar, resumir y analizar datos, asi como para sacar conclusiones vdlidas para la toma de deci-
siones razonables en situaciones de incertidumbre». De esta definicién surgen dos ramas importantes de la
estadistica: Descriptiva e inferencial. La Estadistica descriptiva tiene por objeto presentar y resumir los
datos mediante cuadros, tablas y gréficos con la finalidad de describir las caracteristicas del conjunto ob-
servado. Se obtienen conclusiones que no van mds alld de ese conjunto. Las destrezas méas importantes
para la estadistica son saber disefiar una observacion, encuesta o experimento, utilizarla para obtener
datos, analizarlos, presentarlos y a partir de ellos formular conclusiones. Es por esto que buscamos que
en este taller los cursantes no solo sean capaces de realizar graficos y utilizar formulas sino que puedan
interpretar los resultados obtenidos en el contexto de la F1.

A continuacién presentamos los principales conceptos matematicos y/o estadisticos relevantes para
la propuesta del taller:

De acuerdo alo planteado por Ahumada [2] es importante el modo en que se realiza el registro de datos
con los que se va a trabajar. Uno puede, como en este caso, tomar registros o relevamientos ya realizados
por otros. En la actualidad, el registro, o las mediciones son cada vez més precisas, con la ayuda de las
nuevas tecnologias. Estos datos son valores observados de una variable, entendiendo como variable a
la caracteristica bajo estudio que puede tomar valores (0 modalidades) diferentes. Esta variable podra
ser medida o no. En el caso de la propuesta de este taller la variable bajo estudio son los tiempos de
vuelta realizados por cada binomio piloto-auto. Se trata de una variable cuantitativa continua dado que
entre dos valores dados, la variable puede tomar cualquier valor intermedio (es importante destacar
que las vueltas realizadas por los pilotos son superiores a un minuto e inferiores a 2 minutos, aqui que
trabajaremos con tiempos considerando los segundos y hasta la décima de segundo). En la tabla de la
figura 1.1 se muestra un ejemplo de un lote de datos presentado en forma de tabla, el cual consiste en los
tiempos de vuelta realizados por un piloto determinado en un total de 12 vueltas de su Practica 2.

Los datos pueden organizarse de diferentes maneras. Para algunos tipos de datos, como los de esta
propuesta por ejemplo, serd conveniente la representacion gréfica con una curva simple (diagrama de
lineas). Es importante en este caso la escala elegida para los ejes, ya que la impresién visual del grafico
no debe ser exagerada en ningtin sentido. Estos graficos permiten visualizar de una sola vez la tendencia
general y comparar simultdneamente varias tendencias. Esto se ve ejemplificado en la figura 1.2, en don-
de en el eje horizontal aparecen el numero de vueltas que realizé el piloto y en el eje vertical el tiempo
que le llevo realizar dicha vuelta. Como se dijo anteriormente, en el ejemplo consideramos valores como
36,8 segundos, que en realidad indican que un piloto hizo una vuelta de 1 minuto con 36, 8 segundos.
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Ficura 1.1. Tiempos de vuelta.

VUELTA TIEMPO

1 37,6
37,1

3 36,8
4 37,1
5 36,8
6 37,2
7 37,3
8 37,2
9 37,1
10 37,2
11 37,5
12 37,2

Ficura 1.2. Gréfico de lineas.
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Cuando tenemos variables continuas, organizamos la tabla de frecuencias definiendo intervalos de
clase. Esta tabla permite realizar un gréfico llamado histograma. Para realizar dicho histograma los datos
se clasifican en intervalos y en cada uno de ellos se representa la frecuencia correspondiente con una
barra. Los datos se agrupan con el fin de brindar informacién méas rapida, pero al formar los intervalos
se pierde la informacién puntual, por lo tanto se debe cuidar no perder demasiada informacién. En el
histograma, las frecuencias de clase estdn representadas por el drea de la barra en cada clase. Por esto la
altura de cada barra, sera la frecuencia dividida por la amplitud del intervalo. Si los intervalos son de
la misma amplitud, se puede realizar el histograma usando las frecuencias como alturas, ya que en ese
caso el diagrama es el mismo, sélo sufre un cambio de escala que no modifica la informacién mostrada.

Dentro de lo posible, es conveniente trabajar con intervalos de igual amplitud. Sobre el histograma se
dibuja el poligono de frecuencias que se obtiene uniendo los puntos medios de la parte superior de cada
barra; se suele agregar intervalos de frecuencia cero al comienzo y al final, para comenzar y terminar el
poligono en el eje. El poligono de frecuencias muestra la misma informacién que el histograma, pero da
una idea de crecimiento o decrecimiento més real que las barras del histograma.

En la figura 1.3 se muestra un ejemplo de un histograma realizado a partir de los tiempos obtenidos
por un piloto en una simulacién de carrera como las que se estudiaran en el taller (los mismos de la tabla
dela figura 1.1 y a partir de los que se realizo el grafico de lineas de la figura 1.2). Sobre el eje horizontal
aparecen las marcas de clase, es decir el punto medio del intervalo.

A partir de un lote de datos, Walpole et al. [3] menciona las siguientes medidas de localizacién o
posicion:

» Media aritmética: Supongamos que las observaciones en una muestra son x1, X2, . . ., ;. La media
nooXp . XXt 4Xy
n

de la muestra se denotaconxyesx = )} ;

10
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Ficura 1.3. Ejemplo de un histograma construido a partir de los tiempos realizados.

Nimero de intervalos| [Nimero de Datos| MIN [ Max [ Amplitud del intervalo | rango |
4 \ [ 12 [ 36,8 \ 376 [ 0,2 [ 08 |

Numero de intervalo | Limite inferior| Limite superior |Frecuencia Absoluta |Marca de Clase | Frecuencia Acumulada
1 36,8 37 2 36,9 2
2 T 37,2 7 37,1 9
3 37,2 37,4 1 37,3 10
4 374 37,6 2 37.5 12

» Mediana: Supongamos que las observaciones en una muestra son x1, x, . . ., X, ordenadas de for-
ma creciente. La mediana de la muestra dependera de si n es par o impar:

Ahumada [2] menciona otras medidas de posicién que son importantes para los casos analizados en
este taller que son los cuartiles:

= Primer cuartil: Se denomina primer cuartil (Q1) al ndmero real tal que a lo sumo el 25 % de los
datos son menores que él y a lo sumo el 75 % son mayores.

= Segundo cuartil: Coincide con la mediana Xx.

» Tercer cuartil: Se denomina primer cuartil (Q3) al ntmero real tal que a lo sumo el 75% de los
datos son mayores que él y a lo sumo el 25 % son mayores.

También son importantes las medidas de dispersion:
» Rango: Es la diferencia entre el menor y el mayor valor de la variable.
= Rango intercuartil: Es la diferencia entre el primer cuartil y el tercer cuartil.
» Varianza: Se define como el promedio de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media.
Y (xi = %)
2 _ Li=1\Xi =X
0' P ———
n
» Desviacién estindar: Se define como la raiz cuadrada de la varianza. Mide la dispersién de los
datos, es decir, mientras mds dispersos se encuentren los datos mayor es su desviacion estandar.

Ahora bien, describir un lote de datos significa hacer referencia, entre otras cosas, a la posicién, dis-
persion, forma, que tal lote presenta para realizar un andlisis y sacar conclusiones acerca del mismo. La
técnica que utilizaremos para el andlisis exploratorio de datos en este caso es el Diagrama de Cajas o
comtnmente conocido como box plot.

Este diagrama consiste en una caja a lo largo del eje de la variable, donde se encuentra el 50 % central
de los datos (o sea que incluye los dos cuartos centrales), y el resto constituyen las colas de la distribuciéon
(el primer cuarto, la cola izquierda; el cuarto, la cola derecha), representadas por segmentos a los costados
de la caja. Si hay valores muy extremos, las colas no comienzan en los extremos sino que se destacan estos
valores con una marca y la cola comienza en el dato inmediato siguiente. En la figura 1.4 se muestra un
ejemplo de un box plot que muestra la informacién del lote datos presentado en la tabla de la figura 1.2.

Como vemos, la simplicidad del dibujo hace que notemos rapidamente en él las caracteristicas impor-
tantes, como por ejemplo:

= Valores alejados: se distinguen por las marcas especiales que lo separan del resto del diagrama.

11
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Ficura 1.4. Box Plot - Max Verstappen
MAX VERSTAPPEN

= Posicién: el eje de la variable dara los valores de las medidas, especialmente se observa la posicién
de la mediana aunque también se puede agregar la posicién de la media.

» Dispersion: cajas anchas nos sugieren distribuciones muy dispersas en la parte central mientras
que cajas angostas nos muestran una gran concentracién de datos (teniendo en cuenta que el ancho
de la caja es el rango intercuartil). La longitud de las colas por su parte nos dira la mayor o menor
concentracién de los datos en las zonas extremas.

De esta manera, como se menciono anteriormente, estos conceptos nos permitird no solo conocer el
desempefio de los binomios piloto-auto durante las practicas sino también realizar algunas predicciones
sobre la carrera entendiendo el “predecir” como razonar sobre el futuro con base en una experiencia
previa.

Por otra parte, como mencionamos en la introduccién, uno de los objetivos principales de este taller
es mostrar una aplicacién curiosa de la Estadistica en la Formula 1. Motiva nuestro interés en parte los
aportes de Guzman [4] en los que menciona la importancia de que el aprendizaje de las matematicas
no se realice explorando las construcciones matemadticas en si mismas sino en continuo contacto con las
situaciones del mundo real que les dieron y dan motivacién y vitalidad. El autor resalta el gran poder
motivador que la modelizacién y las aplicaciones poseen y es justamente por esto que creemos que la
propuesta permitird desarrollar un interés por las aplicaciones de la Estadistica (particularmente en el
mundo deportivo) permitiendo asi la creaciéon de un espacio de aprendizaje ameno.

De acuerdo a A. M. Bressan y O. Bressan [5] las graficas o graficos tienen la enorme ventaja de permitir
apreciar con una rdpida mirada una notable cantidad de informacién; por ello la propuesta le pide a
los cursantes la realizacion de diferentes graficos para destacar las caracteristicas y la informacién que
brinda cada uno de ellos. Por otro lado, los autores destacan que uno de los objetivos fundamentales
de la estadistica es poder dar un conjunto reducido de valores que puedan resumir en forma adecuada
una gran cantidad de informacién; en nuestro caso particular buscaremos resumir los resultados mas
importantes de la Practica 2 a través de las medidas de dispersién y posicién mas importantes y de los
gréaficos que pueden realizarse. Mencionan ademas algunos ordenes de dificultad en la aprehensién del
concepto de media aritmética o promedio entre los cuales nos interesan los siguientes:

» El promedio puede eventualmente ser diferente a todos los valores observados. Buscamos hacer
hincapié en que lo que se calcula es un promedio de vueltas obtenido por un piloto que podria no
coincidir con ningtn tiempo de vuelta realizado por dicho piloto.

» Sibien el promedio es una cantidad muy importante, un lote de datos tiene mucha informacién
y caracteristicas que el promedio no expresa. Veremos como tal vez un piloto puede tener un
mejor promedio de vueltas que otro y sin embargo terminar por detrds de este a causa de otras
caracteristicas importantes como por ejemplo el ritmo de carrera.

Con respecto al trabajo con Excel, Valverde Berrocoso et al. [6], en un articulo que habla entre otras
cosas sobre la importancia de que el docente tenga incorporados no solo el conocimiento disciplinar y
pedagogico sobre lo que desea ensefiar sino que también es importante el conocimiento de la tecnologia
que puede utilizar en dicha ensefianza, nos mencionan que el software es un producto nunca acaba-
do, siempre por pulir, susceptible de ser alterado para cumplir nuevas funciones y que para algunos
profesores esto es dificilmente asumible y admisible dentro de un aula. El hecho de que la mayoria del
software esté disefiado para contextos no educativos contribuye atin mds a esta opacidad. De esta ma-
nera, adaptar software de proposito general del entorno laboral (por €j. las hojas de calculo) a la préctica
escolar requiere trabajar a través de la opacidad para reconfigurar y modificar sus propésitos iniciales a
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las necesidades educativas. Teniendo en cuenta esto y la necesidad de la preparacion de los profesores
en los usos educativos de la tecnologia para el desarrollo de Buenas Practicas educativas con TIC es que
se ha pensando en una propuesta que permita visualizar lo 1til que resulta el uso del software Excel y/o
GeoGebra a la hora de trabajar con Estadistica y la importancia de su inclusién en las propuestas didac-
ticas. Los autores mencionan ademads que aunque las administraciones educativas han dedicado en los
altimos afios un importante esfuerzo en la formacién tecnolégica del profesorado en actividad, y sobre
todo durante y después de la pandemia, lo cierto es que en la actualidad atin son muchos los profesores
que no se consideran competentes para abordar la integracion de las TIC en sus préacticas docentes y que,
en consecuencia, no han descubierto la relevancia de estos nuevos medios para el aprendizaje. Entonces
esperamos que este espacio aporte a esta cuestion, creando también un espacio de trabajo colaborativo
con herramientas digitales.

Con respecto a la evaluacién Crippa y Guzner [7] menciona la importancia en que no solo se eva-
lten contenidos sino también habilidades actitudes y procedimientos. Por otro lado también menciona
las “evaluaciones sin prueba” ya que una de sus ventajas es que permite evaluar también los aspectos
mencionados anteriormente. Uno de los ejemplos de este tipo de evaluaciones es justamente lo que la au-
tora denomina como “Evaluacién por medio de carpetas o portfolios” y que consiste en que los alumnos
confeccionen una carpeta que incluya algunas de sus producciones en base a criterios propuestos por
el docente. Esto propicia entonces por ejemplo fomentar la exposicion de los propios procedimientos,
valorar la planificacién, estructuracién y adaptacién continua a una situacién problemadtica, establecer
relaciones interdisciplinarias a través del trabajo con problemas relativos a otros contextos. Es por esto
que a la hora de pensar la evaluacion final y teniendo en cuenta que el publico destinatario del taller se-
rén estudiantes de profesorados y docentes se propone la elaboracién grupal de un documento que hara
de alguna manera el papel de carpeta en donde presentard un resumen de los trabajado en el taller. Aqui
se evaluara también la capacidad de trabajar en equipo, la presentacion en tiempo y forma de lo pedido,
la habilidad para el uso de software como Excel, la explicitacién de los procedimientos matematicos que
se utilizan para llegar aun cierto resultado, etc.

2. CONTENIDOS

Los contenidos que se desarrollaran a lo largo del taller son:

» Variables cuantitativas continuas.

» Grafico de lineas

= Histogramas

» Diagramas de caja - box plot

» Medidas de posicién: Media aritmética, mediana y cuartiles

» Medidas de dispersién: Rango, Rango intercuartil, Desvio.

» Funciones de Excel para calculo de medidas y realizacién de graficos estadisticos.

3. REQUISITOS PREVIOS

= Conocer nociones muy bdsicas de Excel (como por ej: tipeado de datos en una tabla y ordenamien-
to de los mismos)

» Tener descargado Excel en su versién 2016 en adelante o bien una version previa conjuntamente
con el programa GeoGebra.

» Haber realizado algtn curso previo sobre nociones bésicas de estadistica descriptiva (Manejar
conceptos de medidas de posicién y dispersién de un lote de datos y armado de gréficos de linea
e histogramas).

4. OBJETIVOS

Que el asistente al taller sea capaz de:

» Utilizar Excel para realizar un histograma a partir de una muestra de tiempos de vueltas realizadas
por pilotos de F1 en una simulacién de carrera.

s Obtener, con ayuda del programa, las medidas de posicién y dispersion del lote de datos.

= Construir un boxplot que modelice la situacién presentada en las simulaciones.
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» Interpretar el boxplot teniendo en cuenta las medidas de dispersién y posicién y sacar conclusio-
nes sobre el rendimiento del binomio auto-piloto a partir de él.

» Realizar predicciones para la carrera a partir de los datos obtenidos comparando su trabajo con el
de sus compafieros.

5. ACTIVIDADES

5.1 Actividades previas

En el periodo de actividades previas los cursantes tendrdn acceso a una presentacién en la que se
encontrard un breve resumen de los conceptos tedricos de Estadistica que serdn de gran utilidad para el
inicio del taller. Especificamente, estamos hablando de los conceptos de variables cuantitativas continuas,
gréficos de lineas medidas de posicién y dispersiéon mas importantes y armado de histogramas, a modo
de repaso. Seguidamente, los cursantes deberan desarrollar la siguiente actividad.

ACTIVIDAD PREVIA 1. En la siguiente lista se muestran los campeones del Mundial de Formula 1 y al
lado la edad con la que salieron campedn por primera vez (en algunos casos es la tinica):

Ficura 1.5. Tabla de Edades de pilotos Campeones del mundo

FARINA 43 JONES 33
FANGIO 40 PIQUET 29
ASCARI 34 K. ROSBERG 33
HAWTHORN 25 PROST 30
BRABHAM 33 SENNA 28
P. HILL 34 MANSELL 39
G. HILL 33 SCHUMACHER 25
CLARK 27 D. HILL 36
SURTEES 30 VILLEMEUVE 26
HULME 31 HAKKINEN 30
STEWART 30 ALONSO 24
RINDT 28 RAIKKONEN 28

E. FITTIPALDI 25 HAMILTON 23
LAUDA 26 BUTTON 29
HUNT 29 VETTEL 23
ANDRETTI 38 N. ROSBERG 31
SCHECKTER 29 VERSTAPPEN 24

a) Analizar los siguientes datos obteniendo asi las medidas de posicién del lote:
a) Edad promedio con la que salieron campeones estos pilotos.
b) Edad del piloto méas longevo y mads joven en acceder al titulo.
c) Cuartiles 1, 2 y 3 del lote de datos y el rango intercuartil.
d) Desvio estandar. ;Qué crees que representa este valor?
b) A partir de estos resultados desarrollar los siguientes incisos:
a) Realizar un gréfico de lineas colocando en el eje horizontal los nombres de los pilotos, y en el
eje vertical la edad correspondiente.
b) Realizar un histograma teniendo en cuenta el lote de datos presentado, determinando los in-
tervalos que te resulten mas convenientes.
c) ;Qué caracteristicas del lote de datos se aprecian mejor en cada uno de los gréficos realizados
anteriormente?
d) Escribir una conclusién que resuma todo lo trabajado con la informacién brindada sobre las
edades de los pilotos.

El objetivo de esta propuesta es introducir a los asistentes al trabajo relacionado con la obtencién de
medidas de posicién y dispersion, realizacion de graficos estadisticos y elaboracion de conclusiones a
partir de un cierto lote de datos.

Ademas los cursantes tendran acceso a un glosario online con los términos mas usados en la Formula
1 para que puedan ir familiarizdndose con ellos. El mismo sera similar al que se encuentra en el siguiente
enlace https:/ /holatelcel.com /holatelcel / glosario-basico-para-entender-la-formula-1/.
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5.2 Primera hora y media presenciales

Este encuentro se realizara teniendo en cuenta la siguiente organizacién con tiempos estimativos su-
jetos a las diferentes eventualidades que pudieren surgir:

1. Breve presentaciéon de las personas a cargo del taller, breve sondeo sobre las trayectorias previas
de los cursantes haciendo hincapié en sus experiencias con la Estadistica y explicacién de los
requisitos para la aprobacion del taller (15 min.).

2. Explicaciéon de que es lo que se busca estudiar y analizar principalmente en este taller, como asi
también de lo que se necesita manejar para realizar dicho trabajo. (10 min.).

3. Explicacién de los conceptos mas importantes de la Férmula 1 que se necesitan conocer en este
taller con participacion activa de los asistentes, teniendo en cuenta el glosario que tenian para leer
en la etapa de actividades previas y haciendo hincapié en nuestro objeto de estudio. (20 min.).

4. Revisién de la tarea realizada sobre la edad de los pilotos, haciendo un repaso de los conceptos
estadisticos que tenian para leer. (25 min.).

5. Orientaciones para las actividades entre clases, enfatizando en el uso de Excel para la obtencion
de medidas de posicién y dispersion y gréficos estadisticos (20 min.).

Observacién: Se utilizard como soporte una presentacién de Power Point o herramientas similares
que estaré al alcance los alumnos en la plataforma Moodle después de la clase.

5.3 Primeras dos horas entre clases
En este tiempo los cursantes deberan desarrollar la siguiente consigna:

ACTIVIDAD ENTRE CLASES 1. Teniendo en cuenta el lote de datos de la actividad previa ahora obtener
las medidas de posicién y dispersién solicitadas y realizar los gréficos pedidos utilizando el software
Microsoft Excel, teniendo en cuenta lo visto en clase.

El objetivo de esta tarea es que los cursantes se familiaricen con el uso de Excel en el &mbito educativo
y de la Estadistica.

54 Segunda dos horas presenciales

Este encuentro se realizard teniendo en cuenta la siguiente organizacién con tiempos estimativos su-
jetos a las diferentes eventualidades que pudieren surgir:

1. Revisién de tarea, espacio para dudas y consultas sobre lo realizado hasta ahora. (15 min.).

2. Explicaciéon de un ejemplo de simulaciéon de carrera con los tiempos realizados por uno de los
pilotos (en este caso el ultimo campeén del mundo Max Verstappen que son los que se muestran
en la figura 1.1). Los encargados del taller mostraremos como obtener, utilizando Excel, un grafico
de lineas que represente la situacién (como el que se presenta en la figura 1.2), las principales
medidas de posicién y dispersién, un histograma a partir del lote de datos presentado (como lo
que se muestra en la figura 1.3) y las conclusiones que se pueden sacar sobre el desempefio de ese
binomio piloto-auto a partir de lo trabajado. (30 min.).

3. Los cursantes deberdn formar equipos de 2 o 3 integrantes para realizar la siguiente actividad.
A cada equipo se le asignara una tabla Excel con los tiempos realizados por un piloto distinto
durante una simulacién de carrera (30 min.).

ACTIVIDAD 1.
1. Con los datos facilitados en la Tabla Excel realizar un grafico de lineas que contemple el N° de

vuelta y el tiempo de la misma.

11. Dada la simulacién de carrera, utilizar los comandos necesarios para determinar:

Vuelta mds rdpida de la simulacion.

Vuelta mas lenta de la simulacion.

Tiempo medio de vuelta por compuesto de neumadtico.

Entre qué tiempos estuvo la mayor consistencia de vueltas.

Cual fue el rango de tiempos teniendo en cuenta el promedio.

Desviacién estdndar correspondiente al lote de datos. ;Qué representa este valor?

1. Realiza una tabla de frecuencias teniendo en cuenta el nimero de intervalos que considere
conveniente y los datos de la simulacién, y a partir de ella construye un histograma con su
correspondiente poligono de frecuencias.

-0 20 Tp
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4. Explicacién de en que consiste un boxplot y como realizar uno utilizando Excel, con el ejemplo
de simulacién de carrera de Max Verstapen. Anélisis del Box Plot obtenido (como el de la figura
1.4) para determinar el desempefio del binomio piloto-auto durante la simulacion, especialmente
haciendo énfasis en el ritmo de carrera y la consistencia de vueltas. (30 min.).

5. Orientaciones para el desarrollo de la actividad entre clases (15 min.).

Observacion: En el caso de que haya cursantes que no cuenten con una versién de Excel del 2016 en
adelante, se explicara como realizar el box plot utilizando el software GeoGebra. Esto se debe a que las
versiones anteriores no permiten realizar Diagramas de cajas de manera sencilla como si se puede en las
versiones mas actuales.

5.5 Segundas dos horas entre clase

Los cursantes deberan realizar la siguiente actividad con los mismos grupos que realizaron la activi-
dad de clase.

ACTIVIDAD ENTRE CLASES 2.

1. Apartir de los datos obtenidos en la actividad anterior (de clase) y teniendo en cuenta las medidas
de posicién y dispersion realizar un diagrama de cajas y bigotes en Microsoft Excel.
2. Analizar los datos obtenidos a partir del boxplot y escribir una conclusién relacionando los
mismos con el desempefio del binomio piloto-auto asignado.
3. Compara el box plot obtenido con el grafico de lineas y el histograma realizado previamente.
¢Qué caracteristicas importantes de la simulacién pueden apreciarse mejor en cada uno de ellos?.
¢Cudl permite visualizar mejor el ritmo de carrera y la consistencia de vueltas?

Observacién: Tanto al final de la segunda clase presencial como en el espacio asignado para la segun-
da actividad entre clases de la plataforma Moodle se les comunicard a los cursantes que al inicio de la
tercera clase presencial deberdn exponer por grupos sus desarrollos y conclusiones de lo trabajado en la
actividad de la segunda clase y la segunda actividad entre clases (se proyectardn los archivos Excel de
cada grupo para que puedan realizar sus exposiciones).

5.6 Terceras dos horas presenciales

Este encuentro se realizard teniendo en cuenta la siguiente organizacién con tiempos estimativos sujetos
a las diferentes eventualidades que pudieren surgir:

1. Revisién de la ultima tarea asignada (15 min.).

2. Exposicién de lo trabajado en grupos en la actividad de la segunda clase presencial y la segunda
actividad entre clases (45 min.).

3. Analisis general de los ejemplos de simulacién propuestos y realizacién de una comparacién entre
ellos para realizar predicciones sobre la carrera. Se presentaran en pantalla todos los diagramas
de caja , incluido el de Max Verstapen para comparar el desempefio de cada uno de los binomios
piloto-auto durante la Practica 2 (por medio de una imagen similar a la de la figura 1.6 ) y en
base a dicho andlisis realizar predicciones sobre los resultados de la carrera (quien ganara, quien
quedara en el podio, etc) con participacién activa de los cursantes. (30 min.).

4. Comparacion de los resultados obtenidos durante la simulacién con los tiempos realizados en la
carrera por los pilotos, para ver cuanto coinciden las predicciones realizadas con los resultados
del Gran Premio. Reflexién sobre la forma de los box plot realizados con los tiempos de la P2 y los
realizados con los tiempos de la carrera (que se mostraran en pantalla para dicha comparacion).
(10 min..).

5. Explicacién de la evaluacion final del taller (10 min.).

6. Breve charla sobre la experiencia de los cursantes en el taller y si las expectativas fueron cumplidas
(10 min.).

5.7 Evaluacion final

Los cursantes tendrdn un plazo de 1 semana para entregar la evaluacién final grupal (con los mismos
grupos de trabajo armados anteriormente) cuyas consignas son las siguientes:

16



MEMoORI1AS DE LAS VII JEM - 2023 TALLER

1.

DESCIFRANDO LOS SECRETOS DE LA PISTA: ESTADISTICA Y SIMULACIONES EN LA FORMULA 1

FiGura 1.6. Box Plot de varios pilotos

tfs) SIMULACIONES DE CARRERA - GP BAHREIN 2023 - FP2
40

5,5

0

VERSTAPPEN  PEREZ LECLERC SAINZ HAMILTON  RUSSELL GASLY OCON BOTTAS HULKENBERG

Organizar en un documento (Word, LaTeX, etc) todo lo desarrollado en el taller a partir de la
simulacién de carrera del piloto asignado y una conclusién final que contenga el analisis y com-
paracién general de todos los box plot realizados por los diferentes grupos (teniendo en cuenta lo
debatido en la ultima clase y las predicciones realizadas).

Escribir una reflexién sobre la posible inclusién de una propuesta didéctica similar en alguno de
los niveles educativos (secundario, terciario o universitario a eleccién del grupo) justificando sus
opiniones y, en caso de que corresponda, describir de manera general que cambios le realizarfan
para dicha inclusién.

Se calificara dicha evaluacién con una escala numérica del 1 al 100 y se tendrdn en cuenta los siguientes
criterios de evaluacién:

Presentacion en tiempo y forma (20 p.).

Utilizaciéon de Procedimientos matematicos validos y acordes a lo requerido por las consignas
presentadas (20 p.).

Utilizacion del vocabulario propio de la estadistica y de la Formula 1 (10 p.).

Manejo del software Excel para la obtencién de medidas estadisticas y realizacién de graficos (10
p-)-

Organizacion adecuada del texto con el uso de graficos e imadgenes pertinentes. (10 p.).
Interpretacion de los resultados obtenidos en el contexto de la F1 (15 p.).

Reflexién final clara y con su debida justificacién (correspondiente al inciso 2 de la evaluacién) (15

P
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ReEsUMEN. En general los estudiantes del nivel secundario y los ingresantes al nivel su-
perior muestran que tienen dificultades al resolver situaciones vinculadas a la propor-
cionalidad. Para lograr que haya una buena comprensién conceptual de la proporcio-
nalidad es fundamental desarrollar el pensamiento proporcional cualitativo y cuantita-
tivo de los estudiantes desde el nivel primario de escolaridad. De esta manera podran
desempefiarse con fluidez en su vida cotidiana, pero también podran construir concep-
tos mas complejos en niveles educativos superiores , como por ejemplo las variaciones,
la funcién lineal, las razones de cambios, las derivadas. Por eso en este taller se gene-
rard un espacio de reflexion sobre la ensefianza y aprendizaje de la proporcionalidad,
articulando el nivel primario y secundario, poniendo en relevancia los diferentes sig-
nificados de la proporcionalidad: aritmético, proto-algebraico y algebraico-funcional,
haciendo uso de los distintos registros semi6ticos de representacién e incluyendo la
TIC. El taller estard destinado a docentes de 6to. y 7mo. afio del nivel primario y ciclo
basico del nivel secundario y promovera el uso del software dindmico GeoGebra que
posibilita la coordinacién de los diferentes registros y de esta manera se convierte en
una potente herramienta para propiciar la significaciéon de conceptos, en este caso de la
proporcionalidad que funciona en diferentes registros de representaciéon semiética.

1. INTRODUCCION

1.1 Importancia del taller

Es importante que los estudiantes desarrollen el pensamiento proporcional para que logren la com-
prensién conceptual de la proporcionalidad y asi puedan desempefiarse con fluidez en su vida cotidia-
na. Pero también para que puedan construir conceptos méds complejos en niveles educativos superiores
, como por ejemplo las variaciones, la funcién lineal, las razones de cambios, las derivadas. Por eso es
necesario generar un espacio de reflexién sobre la ensefianza y aprendizaje de la proporcionalidad, que
permita poner en relevancia los diferentes significados de la proporcionalidad haciendo uso de los dis-
tintos registros semidticos e incluyendo las TIC.

1.2 Fundamentos

En general los estudiantes del nivel secundario y los ingresantes al nivel superior muestran que tie-
nen dificultades al resolver situaciones vinculadas a la proporcionalidad. Para lograr que haya una buena
comprension conceptual de la proporcionalidad es preciso que el estudiante desarrolle el pensamiento
proporcional, tal como lo sefiala Piaget y Inhelder [15] al expresar que para que el estudiante de ni-
vel bésico le de sentido y significado a la proporcionalidad es fundamental desarrollar su pensamiento
proporcional cualitativo y cuantitativo. Van Dooren et al. [16] consideran que ademds el estudiante debe
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tener la habilidad de discriminar entre situaciones proporcionales y no proporcionales como un dominio
del conocimiento del razonamiento proporcional.

En la ensefianza de la proporcionalidad es necesario considerar los diferentes significados. Al res-
pecto J. D. Godino et al. [11] expresan que los significados de la proporcionalidad se pueden clasificar
segun criterios, en particular, el contexto o campo de aplicacién y el nivel de algebrizacion de las practicas
matematicas realizadas. Algunos contextos de aplicaciéon de las nociones de razén y proporcién (vida co-
tidiana, cientifico-técnico, artistico, geométrico, probabilistico, estadistico, etc.) deben ser incluidos en las
précticas de resolucion de los problemas adecuados al nivel de escolaridad. Los mismos autores también
distinguen tres tipos de significados de la proporcionalidad: aritmético, proto-algebraico y algebraico-
funcional, que deben ser considerados en la ensefianza aprendizaje de este concepto.

En la actualidad el desafio pedagodgico en matematica, en la escuela primaria y secundaria, consiste en
lograr un aprendizaje significativo en los estudiantes, a partir de situaciones de aprendizaje que permitan
desarrollar sus capacidades. En el Marco nacional para la mejora del aprendizaje en Matemdtica [14], se plan-
tea mejorar el aprendizaje en matemadtica y desarrollar el potencial del pensamiento 16gico matematico,
siendo una posibilidad la incorporacién de herramientas tecnolégicas en la resolucién de problemas. No
menos importante resulta, segtin Duval [10], la interaccién entre los distintos tipos de registros: natural,
numérico, grafico, geométrico y algebraico para propiciar aprendizajes significativos de los conceptos y
como forma de ligar el tratamiento de la informacién con la experiencia de los estudiantes. Es necesario
que los estudiantes aprendan a usar las Tecnologias de la Informacién y Comunicacién y a interactuar
con ellas, de allf que los docentes deban incluir estas nuevas tecnologias en las propuestas educativas.
Particularmente el Software dindimico Geogebra permite la coordinacién de los diferentes registros y de
esta manera se convierte en una potente herramienta para propiciar la significacion de conceptos, en este
caso de la proporcionalidad que funciona en diferentes registros.

2. CONTENIDOS

» Situaciones aditivas y proporcionales.

» Errores frecuentes de los estudiantes.

= Pensamiento Proporcional: Caracterizacion.

= Pensamiento proporcional cualitativo y cuantitativo.

» Significado aritmético, proto-algebraico y algebraico-funcional de la proporcionalidad.
= Registros semiéticos de representacion. Uso de TIC.

3. REQuIsiTOS PREVIOS

Ser docente de matematica de 6to o 7mo afio del Nivel Primario o docente de matematica del Nivel
Secundario. También podria ser un estudiante avanzado del Profesorado de Matematica.

Es necesario que tenga ideas bésicas de Proporcionalidad y que tenga conocimiento de las herramien-
tas basicas de GeoGebra.

4. OBJETIVOS

» Reflexionar sobre los errores frecuentes de los estudiantes cuando resuelven situaciones de pro-
porcionalidad.

= Valorar la necesidad de promover el desarrollo del pensamiento proporcional en los estudiantes.

= Reconocer los diferentes significados de la proporcionalidad.

» Propiciar el uso de registros semiéticos y la inclusién de recursos informdticos para potenciar las
producciones matematicas de los estudiantes.

» Repensar la articulacién entre el Nivel Primario y Secundario en torno a la ensefianza de la pro-
porcionalidad.

5. ACTIVIDADES

5.1 Actividades Previas

Contenidos: Situaciones aditivas y de proporcionalidad. Errores frecuentes de los estudiantes cuando
resuelven situaciones de proporcionalidad.
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ACTIVIDAD PREVIA 1. Los asistentes deberdn resolver problemas y luego clasificarlos en aditivos o de
proporcionalidad.

Ademads, deberdn proponer una resolucién correcta y otra incorrecta que podrian realizar los estu-
diantes para alguno de los problemas.

a) Una mdaquina llena 26 cajones de pescado por hora siempre a la misma velocidad. ;Cuédnto tarda-
ré para llenar 78 cajones? ;Y 156? Si la mdquina estuvo trabajando 5 horas, ;Cuantos cajones se
llenaron? Expliquen cémo llegaron a su respuesta.

b) Pedro y Tomds estdn cargando cajas en un camién. Empezaron al mismo tiempo, pero Tomés es
més rédpido. Cuando Pedro ha cargado 5 cajas, Tomads ha cargado 10 cajas. Si Pedro ha cargado 28
cajas, ;Cudntas cajas ha cargado Tomas?

¢) Pedro y Tomaés estdn cargando cajas en un camién. Cargan a la misma velocidad, pero Pedro
empez6 més tarde. Cuando Pedro ha cargado 4 cajas, Tomds ha cargado 10 cajas. Si Pedro ha
cargado 20 cajas, ;Cudntas cajas ha cargado Tomas?

d) Elprofesor le dijo a Nicolds que hiciese mds fotocopias. Nicolds cometi6 un error y apreto el botén
que reduce el tamafio de cada copia a 3/4. ;Cuanto debe aumentar Nicol4s el tamafio de las copias
reducidas para corregir el tamario original?

e) Las empresas Ay B fabrican tornillos a la misma velocidad, pero la empresa B ha empezado antes.
Cuando la empresa A ha fabricado 40 cajas, la empresa B ha fabricado 120 cajas. Si la empresa A
ha fabricado 120 cajas. ;Cudntas cajas tendrd fabricada la empresa B?

ACTIVIDAD PREVIA 2. Analizardn un registro de un fragmento extraido de un articulo de Mendoza
y Block [13] donde un estudiante explica como resolvié una situaciéon de proporcionalidad vinculada a
porcentaje y responderdn un cuestionario sobre el mismo.

5.2 Primera hora y media presenciales

Contenidos: Errores frecuentes de los estudiantes cuando resuelven situaciones de proporcionalidad.
Pensamiento Proporcional: caracterizacién. Pensamiento proporcional cualitativo y cuantitativo.

ACTIVIDAD 1. Se recuperarén las producciones de la actividad previa y se caracterizaran los errores
frecuentes.

A través de una presentacién de Power Point se definira y caracterizara el pensamiento proporcional.

En grupo se resolveran y analizardn actividades destinadas a los estudiantes de primaria. Un grupo
resolvera una actividad con dos tareas donde se utiliza el pensamiento proporcional cualitativo y el otro
grupo una actividad con dos tareas donde se utiliza el pensamiento proporcional cuantitativo.

Ejemplo de una de las tareas de las actividades, propuesta por Ruiz y Valdemoros [12].

El dibujo que estd abajo es la casa de Antonio (figura 2.1). El sacé una copia fotostdtica
en reduccion. De los dibujos que estdn mds abajo marca la letra que corresponda a la
reduccion que obtuvo.
Escribe paso a paso que hiciste para resolverlo.
Se realizara una puesta comun eligiendo los representantes de algunos grupos para la socializacién.
Los talleristas sintetizaran las producciones y sefialaran la diferencia entre pensamiento proporcio-
nal cualitativo y cuantitativo y las actividades que les corresponden. Ademads, se mostrard una posible
secuencia de tipo de pensamiento y actividades para ir articulando primaria con nivel secundario.

5.3 Primeras dos horas entre clases

ACTIVIDAD ENTRE CLASES 1. Se les proporcionard el articulo “Significados pragmiticos y configura-
ciones ontosemiéticas en el estudio de la proporcionalidad” de J. D. Godino et al. [11] donde se clasifican los
significados de proporcionalidad.

ACTIVIDAD ENTRE CLASES 2. Deberan analizar actividades reconociendo el significado de proporcio-
nalidad que enfatiza, segtin el texto de J. D. Godino et al. [11] y los contenidos matematicos que subyacen.
Las actividades propuestas estan destinadas a nivel primario y secundario. Ademds, deberan resolver
una de las actividades que analizan.

Ejemplo de una actividad que analizardn: (la siguiente actividad, Problema 1, fue extraida de Atela
etal. [9]).
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Ficura 2.1
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Problema 1: El siguiente dibujo es un cuadrado:

a) Completa en cada caso el dato faltante:

Longitud del lado del cuadrado(cm) | 0 |2 | 4 | 7 12|15

Perimetro del cuadrado(cm) 8 40

b) Sise duplica un par de lados, se obtiene un rectdngulo. ;El perimetro de la nueva figura
se duplica? Justifiquen.

¢) Sise duplican los lados del cuadrado original, se obtiene otro cuadrado. ;El cuadrado
de la nueva figura se duplica? Justifiquen.

d) Si se triplican los lados del cuadrado original, se obtiene otro cuadrado. ;El perimetro
de la nueva figura se triplica? Justifiquen.

e) A partir de lo analizado, ;En qué casos el perimetro es directamente proporcional a la
longitud del lado?

54 Segunda hora y media presencial
Contenidos: Significados de la proporcionalidad. Registros semi6ticos.

ACTIVIDAD 2. Se recuperara la resolucién de la actividad entre clases solicitando a dos asistentes que

comenten sus resoluciones. Se realizard una sintesis sobre los significados de la proporcionalidad pro-
puestos por J. D. Godino et al. [11].
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A través de un Power Point se desarrollardn los registros de representacién Semiética de Duval [10].

Se hara un breve repaso del uso de herramientas de Geogebra.

En grupos se resolvera una actividad para primaria con Geogebra. Ademads se debera identificar tipo
de pensamiento, contenidos, significado y registros.

Ahora analicen el archivo de GeoGebra “problema 1”y sigan las instrucciones: (Actividad propuesta
por Atela et al. [9]).

a) Muevan el punto a del deslizador, ;Qué observan?, ;Qué se modifica y qué se mantiene constante?,
¢Por qué creen que ocurre esto?

b) ;Qué significado tiene el valor de a?

c) (Qué sucede cuando a = 0? ;Coincide con el valor de la tabla que completaron en el problema
la)?

d) Ahora muevan el punto A, ;Qué se modifica y qué se mantiene constante? ;Por qué consideran
que ocurre esto?

e) Ahora muevan el punto B, ;Qué se modifica y qué se mantiene constante? ;Por qué consideran
que ocurre esto?

f) Utilizando la Vista Algebraica y/o la vista grafica completen la tabla:

Longitud del lado del cuadrado | 3
Perimetro del cuadrado 12 | 36 80
Area del cuadrado 9 100 | 900 1

g) A medida que aumenta la longitud del lado del cuadrado, su perimetro aumenta, ;Aumenta de
manera directamente proporcional?

h) Amedida que aumenta la longitud del lado del cuadrado, su 4rea aumenta, ;j Aumenta de manera
directamente proporcional?

Se realizara la puesta en comun
Un tallerista realizara un cierre mostrando actividades con registros variados para primaria (6to y
7mo) sefialando el valor didéctico de cada una.

5.5 Segundas dos horas entre clases

ACTIVIDAD ENTRE CLASES 3. Se les proporcionara un archivo con los contenidos de proporcionali-
dad de 5to. y 7mo. afio de primaria establecidos en el disefio curricular de la provincia de Salta (discri-
minados por ejes). De la misma manera también estarad disponible un archivo para ciclo basico del nivel
secundario.

Se les preguntara sobre los contenidos que realmente se estin abordando en cada nivel y los registros
semiodticos que se estdn utilizando.

ACTIVIDAD ENTRE CLASES 4. Se proporcionara dos archivos pdf que muestran las actividades pro-
puestas por dos libros de primer afio del secundario. Deberdn analizar y responder contenidos, tipo de
pensamiento y registro semiético. Ademads deberan reconocer si las actividades permiten la conversion
de registros.

5.6 Tercera hora y media presencial

ACTIVIDAD 3. Se recuperaré las producciones de las actividades entre clases. Dando la posibilidad de
que los cursantes comenten sus resoluciones.

Un tallerista realizard una sintesis de la actividad presentando a través de un Power Point reflexiones
sobre la importancia del significado algebraico-funcional en la escuela secundaria.

En grupos resolverdn actividades en GeoGebra destinadas a primer y segundo afio de la escuela se-
cundaria.

Un ejemplo de actividad es la siguiente:
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Actividad: Observa las siguientes tablas que representan la relacién entre dos magnitudes.
Cantidad de envases (x) 300 | 120 | 80 |60 |30 |12
Contenido de cada envase en litros (y) | 0,2 {050 | 0,75 | 1 | 2 | 5

Cantidad de alfajores (x) | 6 | 12 | 18 3 2 |1
Precioen $ (y) 450 | 900 | 1350 | 225 | 150 | 75

Ntmero de personas (x) 2 3 5 7 8 | 10
Cantidad de harina en gramos (y) | 100 | 150 | 250 | 350 | 400 | 500

Cantidad de alfajores por caja (x) | 10 | 20 | 30 | 5 | 60
Cantidad de cajas (y) 6 |3 |2]12|1

Tiempo en horas (x) 05|11 3 5 6
Distancia recorrida en km (y) | 40 | 80 | 240 | 400 | 480

1) Decide cudles corresponden a relaciones de proporcionalidad directa. Encuentra su
constante de proporcionalidad. Justifica.

2) Representa en Geogebra los puntos de cada tabla. (realiza una grafica por ventana)

3) Si correspondiera une los puntos.

4) ;Qué caracteristicas tienen las graficas de las relaciones que representan proporcionali-
dad directa? ;son funciones? justifica.

5) Escribe el registro algebraico de las relaciones que corresponden a proporcionalidad
directa.

0o | ESPACIO recorido(km) 1200 |Precio(§)

300 | Energia consumida (kw)
250
W1 1T *
150

xxxxxx

100

tiempo (h).
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Recorrido (km)
o 05 1 15 2z 25 3 5 4 45 5 55 6

6) ¢Cual o cudles corresponden a una proporcionalidad directa? Justifica.

7) Muestra la/s tabla/s y la expresién algebraica asociada a la relacién que corresponda
a una proporcionalidad directa.

8) Se analizara en ellas los contenidos, registros y valor didactico y posteriormente se rea-
lizar4 la puesta en comun.

9) Se realizard una sintesis final mostrando contenidos, tipo de pensamiento, registros y
tipo de actividades sugeridas por nivel para lograr la articulacién entre niveles y el
desarrollo del pensamiento proporcional.

5.7 Evaluacion final

1. Deberan responder un cuestionario referido a los contenidos desarrollados en el taller. Por ejemplo

» ;Cuadles son los tipos de pensamientos proporcionales ? Explique las caracteristicas de las ac-
tividades que desarrollan cada tipo de pensamiento.

» ;En qué consiste “la regla de tres simple”? ;cudles son los obstaculos que genera? Muestre un
ejemplo que el estudiante podria resolver aplicando la regla de tres simple y redacte al menos
dos lineas acerca de como Ud. interactuaria con el estudiante para trabajar sobre ese error.

» ;Se podria calcular porcentajes sin utilizar la regla de tres simple? Explique.

= ;Por qué es importante incluir el uso de GeoGebra en la ensefianza de proporcionalidad?
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2. Debera resolver una actividad de proporcionalidad reconociendo:
= Contenidos. (tener en cuenta disefio curricular)
» Tipo de pensamiento proporcional.
» Significado de proporcionalidad que subyace.
= Registro semio6tico.
» Transformaciones y conversiones de registros.
» Afio de Primaria o Secundaria al que podria estar dirigido.
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ResuMEN. Dentro de la ensenanza del matematica, mas precisamente el algebra lineal
uno de los tépicos fundamentales el concepto de «Transformacion Lineal», y a veces
por razones de tiempo no se puede profundizar en algunos temas complementarios. Es
asi que se propone en este taller resignificar los temas de «Transformaciones Lineales,
autovalor y autovector» entre otros, para abordar un nuevo tema que son las «Trans-
formaciones ortogonales», asi mediante la ayuda del élgebra lineal se espera que los
alumnos logren interpretar estos conceptos de manera gréafica y geométrica, para que
no sean s6lo un conjunto de conocimientos abstractos. Este trabajo ofrece una alterna-
tiva de enseflanza para los conceptos de diferentes transformaciones. El taller es un
espacio para realizar graficos dindmicos con GeoGebra, acompariado de situaciones de
andlisis y de debate, con la intencién de realizar actividades matematicas mediadas por
un instrumento tecnolégico donde el eje central es el concepto matematico, y de esta
manera superar las dindmicas tradicionales. Asi se propone una nueva forma de em-
prender las précticas educativas contextualizas en los actuales paradigmas educativos.

PALABRAS cLAVE — GeoGebra, Algebra, Trasformaciones Ortogonales, Matrices, Auto-
valor, Autovector.

1. INTRODUCCION

1.1 Importancia del Taller

Dentro de la ensefianza del matemadtica, mas precisamente el dlgebra lineal uno de los tépicos funda-
mentales el concepto de «Transformacién Lineal», y a veces por razones de tiempo no se puede profun-
dizar en algunos temas complementarios. Es asi que se propone en este taller resignificar los temas de
«Transformaciones Lineales, autovalor y autovector» entre otros, para abordar un nuevo tema que son
las «Transformaciones ortogonales», asi mediante la ayuda del dlgebra lineal se espera que los alumnos
logren interpretar estos conceptos de manera gréfica y geométrica, para que no sean sélo un conjunto de
conocimientos abstractos. Este trabajo ofrece una alternativa de ensefianza para los conceptos de diferen-
tes transformaciones. El taller es un espacio para realizar graficos dindmicos con GeoGebra, acompafiado
de situaciones de andlisis y de debate, con la intencion de realizar actividades matematicas mediadas por
un instrumento tecnoldgico donde el eje central es el concepto matematico, y de esta manera superar las
dindmicas tradicionales. Asi se propone una nueva forma de emprender las practicas educativas contex-
tualizas en los actuales paradigmas educativos.

1.2 Fundamentos

En relacién al marco pedagégico se va a trabajar a través del aprendizaje secuencial y colaborativo,
mediante un “conocimiento espiralado”, es decir el alumno construye y/o afirma conceptos por medio
de conceptos ya aprendidos, de manera que realiza un reordenamiento de sus ideas y los confirma. Es por
ello que se propone un taller, ya que las actividades pueden realizarse en forma individual o colectiva,
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la evaluacién de las actividades es realizada por los integrantes, de esta manera se ubica al alumno para
que sea critico tanto con su trabajo como el de sus pares.

Se elaborard una guia para los 3 encuentros, en las cuales se proponen actividades que se realizardn
en forma grupal o individual en forma alternada. Las actividades se llevaran a cabo en tres instancias las
cuales habra:

» Un desarrollo matemaético en funcién a lo que se pide en las guias.
= Un trabajo en la mdquina mediante el uso del Software GeoGebra.
= Una puesta en comun para debatir sobre lo realizado en las instancias anteriores.

Los nuevos escenarios educativos brindan la posibilidad de incorporar recursos vinculados con las
TIC, asi también cada dia aumenta la demanda de la formacién continua en relacion a las nuevas corrien-
tes tecnoldgicas-matematicas por parte de los docentes, esto conlleva a generar espacios de aprendizaje
en donde puedan elaborar y llevar a cabo propuestas educativas que involucren las TIC en la ensefianza
de la matematica.

El presente escrito describe un taller de actividades mediante el uso del software GeoGebra, con la
intencién de contribuir a la formacién profesional continua en el campo de la matemaética y su ensefianza.
La eleccién del software GeoGebra, se debe no solo a sus potencialidades matematicas y did4cticas, sino
también a que es de uso libre.

Hoy en dia el desafio de ensefiar matematica implica que los docentes no solo superen algunas tra-
diciones que provienen de nuestras biografias escolares y formativas, sino también el replantear el uso
de las tecnologifas en el proceso de ensefianza y aprendizaje. A partir de esto se realiza una propuesta
para estudiantes avanzados y docentes de matematica, con la intencién de realizar actividades matema-
ticas mediadas por un instrumento tecnolégico con eje central el concepto matemaético, y de esta manera
superar las dindmicas tradicionales.

Uno de los aspectos del taller es la visualizacién, en relacién a ella distintos investigadores Castro y
Castro [22] y Cantoral y Montiel [23] acuerdan que al realizar una actividad de visualizacién se requiere
la utilizacién de nociones y conceptos matematicos para poder ser interpretada de forma adecuada. Es
decir, la capacidad de visualizar un concepto matemético o un problema requiere de la habilidad para
interpretar y entender la informacién de tal, manipularlo mentalmente y asi expresarlo en un soporte ma-
terial. Asitambién cuando se usa la representacién grafica de un concepto matematico como herramienta
para interpretar otros o resolver problemas, la visualizacién no es el fin en si mismo sino un medio para
llegar a la compresion de propiedades y de relaciones entre distintos conceptos. Segtin Castro y Castro
[22, p. 103], dominar un concepto matemdtico consiste en conocer sus principales representaciones y el
significado de cada una de ellas, asi como operar con las reglas internas de cada sistema y en convertir
o traducir unas representaciones en otras, detectando qué sistema es mds ventajoso para trabajar cono
determinadas propiedades.

Debe remarcarse que GeoGebra permite otros modos de hacer en la clase ya que los participantes
pueden enfocar su atencién en procesos de analisis, que permiten la modelizacién, la toma de decisiones,
el razonamiento y la resolucién de situaciones, tal como lo plantean Arcaviy Hadas [24] (citado en Santos
Trigo, 2007, p. 39), los ambientes dindmicos no s6lo permiten a los estudiantes construir figuras con
ciertas propiedades y visualizarlas, sino que también les permite transformar esas construcciones en
tiempo real. Este dinamismo puede contribuir en la formacién de hébitos para transformar (mentalmente
o por medio de una herramienta) una instancia particular, para estudiar variaciones, invariantes visuales
y posiblemente proveer bases intuitivas para justificaciones formales de conjeturas y proposiciones.

2. CONTENIDOS

Interpretacion geométrica de transformaciones lineales, autovalor y autovector de una transformacién
lineal. Transformaciones ortogonales.

3. REQuUISITOS PREVIOS

Conceptos bésicos de un curso de algebra lineal. Especialmente Transformaciones lineales. Autovalor
y autovector.
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4. OBJETIVOS

= Valorizar el concepto de transformacién lineal, autovalor y autovector a través de su interpretacién
geométrica.

» Facilitar el aprendizaje de las diferentes transformaciones ortogonales, a través de la visualizacién
gréfica. mediante el Software GeoGebra.

» Realizar representaciones graficas dindmicas de los conceptos descritos anteriormente.

» Generar en los participantes nuevas ideas de cémo utilizar los recursos vistos, en su préctica do-
cente.

5. ACTIVIDADES

5.1 Actividades previas

Lectura del material bibliografico sobre el tema «Transformaciones lineales, autovalores y autovec-
tores» sumado a los ejercicios de identificar si una transformacién es lineal o no, y sobre autovalores y
autovectores. Se espera que mediante las actividades los participantes refresquen dichos contenidos que
fueron impartidos en un curso de algebra lineal.

5.2 Primera hora y media presenciales

Los cursantes del taller a partir de la «Definicién de Transformacién Ortogonal», mediante razona-
mientos l6gicos y deductivos deberdn encontrar las condiciones para ser una transformacién ortogonal
y de esta manera hallar las dos maneras de expresar una transformacién ortogonal en forma matricial,
a las que llamaremos de primera y segunda especie. Cuando los cursantes lo requieran contaran con la
guia de los docentes a cargo para poder evacuar dudas o confirmar si sus razonamientos son correctos
y poder validarlos.

5.3 Primeras dos horas entre clases

En este espacio se dard material tanto tedrico como préctico, para el uso de GeoGebra. En relacién
al material tedrico se propone un resumen de cémo introducir matrices en el software GeoGebra, para
luego pasar a las actividades donde deberan introducir las diferentes matrices que se proponen. Los
archivos se guardaran, para en forma posterior ser enviados mediante la plataforma para su control por
parte de los responsables.

54 Segundas dos horas presenciales

En las segunda dos horas presenciales, los cursantes del taller deberdn deducir la expresién matricial
de diferentes transformaciones rigidas en IR® es decir en el plano (traslacién, simetria central, simetria
axial, etc.) con el sustento de un un marco grafico, para ello deberdn hacer uso del concepto de autovalor
y autovector de una transformacién lineal. Dichas actividades estardan guiadas mediante preguntas y/o
observaciones de manera que los participantes del taller puedan razonar y debatir ya sea de manera
individual o grupal. En todo el proceso de deduccién y discusién los docentes responsables podran guiar
a los participantes para que logren hallar las expresiones matriciales de cada transformacién rigida.

5.5 Segundas dos horas entre clases

Este espacio estard dedicado para que los participantes puedan validar mediante el Software Geo-
Gebra que las transformaciones halladas son correctas o no. Para ello se les pedird en GeoGebra en la
ventada 2D:

» Construir una poligono (por ejemplo un triangulo).

» Ingresar la matriz de la transformacion correspondiente (se aclara que en las primeras horas entre
clases, seccién 3.5.3, los participantes ya aprendieron a cargar matrices en GeoGebra).

» Encontrar mediante la matriz ingresada, los transformados de los vértices de la figura y construir
en nuevo poligono con los puntos resultantes de aplicar dicha transformacién.

» Comprobar, validar o refutar que dicha es la correcta.
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5.6 Terceras dos horas presenciales

En las terceras y ultimas dos horas presenciales, los cursantes nuevamente deberan deducir la expre-
si6n matricial de las transformaciones estudiadas en las dos horas presenciales anteriores, seccién 3.5.2,
pero en este caso para el espacio R3. Incentivando el poder de generalizacién de los participantes. Dichas
actividades nuevamente estardn guiadas mediante preguntas y /o observaciones de manera que los par-
ticipantes puedan generalizar el método encontrado en la clase anterior. Asi también en todo el proceso
de deduccién y discusién los docentes responsables podran sugerir a los participantes pensar en cémo
generalizar las expresiones matriciales de cada transformacion rigida.

5.7 Evaluacion final

La evaluacion serd mediante la entrega de archivos de GeoGebra, para ello a participantes se les dara
una transformacién en R® a realizar, la cual deberdn realizar la matriz de transformacién y luego ingre-
sarla en el Software. En forma posterior se le pedira que verifiquen que una figura (poligono o poliedro)
se transforma de manera correcta mediante el uso de la matriz ingresada.
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ResuMEN. Las matematicas comenzaron como una forma de cuantificar nuestro mun-
do: medir el terreno, predecir el movimiento de los planetas, registrar el comercio, etc.
Pero en un momento de la historia se planteo un problema irresoluble: la resolucién a
la ecuacién ctibica. El problema central del taller se plantea a partir de la resolucién de
un tipo especial de ecuacién ctibica, mediante la resoluciéon de ecuaciones cuadréticas.
Para esto se plantea un estudio de esta solucién deteniéndonos en las sustituciones que
alli se presentan para asi dotar de sentidos los procesos inmersos en esta y asi elaborar
los significados. Se pretende plantear un conjunto de estrategias en el proceso de resol-
ver un problema para lo cual nos centraremos en un principio en un marco geométrico,
asi un individuo puede explotar analogias, introducir elementos auxiliares en el pro-
blema o trabajar problemas auxiliares, descomponer o combinar algunos elementos del
problema, dibujar figuras, variar el problema o trabajar en casos especificos, para luego
abandonar el marco geométrico que lo gener6 y poder llevar el problema a un nuevo
marcé algebraico. Es aqui donde se tendra la necesidad de la creacién de nuevos nu-
meros los que conocemos como niimeros complejos.

PALABRAS CLAVE — Ecuacién cuadratica, Ecuacién ctbica, Marco geométrico, Marco
algebraico, Historia.

1. INTRODUCCION
1.1 Importancia del Taller

Las matemadticas comenzaron como una forma de cuantificar nuestro mundo: medir el terreno, prede-
cir el movimiento de los planetas, registrar el comercio, etc. Pero en un momento de la historia se planteo
un problema irresoluble: la resolucién a la ecuacién ctbica. El problema central del taller se plantea a
partir de la resolucién de un tipo especial de ecuacién ctibica, mediante la resolucién de ecuaciones cua-
draticas. Para esto se plantea un estudio de esta solucién deteniéndonos en las sustituciones que alli
se presentan para asi dotar de sentidos los procesos inmersos en esta y asi elaborar los significados. Se
pretende plantear un conjunto de estrategias en el proceso de resolver un problema para lo cual nos cen-
traremos en un principio en un marco geométrico, asi un individuo puede explotar analogias, introducir
elementos auxiliares en el problema o trabajar problemas auxiliares, descomponer o combinar algunos
elementos del problema, dibujar figuras, variar el problema o trabajar en casos especificos, para luego
abandonar el marco geométrico que lo generd y poder llevar el problema a un nuevo marcé algebrai-
co. Es aqui donde se tendrd la necesidad de la creacién de nuevos niimeros los que conocemos como
ndmeros complejos.

1.2 Fundamentos

En ocasiones, el estudio de un determinado tema aparece disgregado en distintos lugares en los que
se abordan diferentes aspectos del mismo, por ello es conveniente realizar una sintesis posterior para
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adquirir una visién méds completa del problema y de sus resultados. Se trata, pues, de un mismo capi-
tulo en la historia de la matematica pero que, por diversas razones, se aborda de manera fraccionada
y que requiere por tanto volver a contemplar conjuntamente. Un ejemplo de lo anterior sucede con las
ecuaciones aparece

» por un lado la resolucién de ecuaciones de primer y segundo grado

= por otro, la factorizacién de polinomios

» yen un lugar distinto los niimeros complejos, que suelen introducirse de manera que se menciona
el enunciado del teorema funda- mental del dlgebra y algunas propiedades en relacién con las
raices imaginarias.

Otras veces se presenta, sin embargo, una situacién en cierto modo inversa de la anterior, que tiene
lugar cuando unidades temdticas independientes, pertenecientes incluso a distintas ramas de la matemé-
tica, se utilizan para intentar resolver un mismo problema. Donde la geometria, y el andlisis, son ttiles
para ello. Como es sabido, efectivamente la geometria ha estado presente en la resolucién de ecuaciones
frecuentemente. Basta con citar al matemadtico drabe Al-Khuwarizmi, quien resuelve geométricamente
ecuaciones de segundo grado, como aparece en su obra Sobre el cdlculo mediante la reduccion y la restau-
racion, C. B. Boyer [27], o tener en cuenta que las identidades algebraicas que utiliza Cardano para la
resolucién de la ecuacién ciibica estdn basadas en razonamientos geométricos, como asi mismo ha suce-
dido durante muchos siglos con otras identidades.

En la linea de lo anterior hay que destacar también la importante contribucién de Descartes, quien en
su trabajo se ocupa de «cémo el cdlculo de la aritmética se relaciona con las operaciones de la geometria».
Es decir, se unifica el dlgebra con la geometria, dando lugar al nacimiento de la geometria analitica.
De esta manera, y mediante el empleo de coordenadas, se pueden trasladar determinados problemas
geométricos al terreno algebraico y reciprocamente, identificindose ecuaciones a formas geométricas. En
la resolucion de ecuaciones nos referimos a los trastornos que ocasiona en los alumnos el «automatismo»
en la resolucion de problemas, en nuestro caso, en lo que afecta al dibujo de una construccién geométrica,
su discusién, su generalizacién, etc.

Entendemos que el pensamiento es sobre todo una forma de reflexién activa sobre el mundo, me-
diatizada por artefactos, el cuerpo (a través de la percepcién, gestos, movimientos, etc.), el lenguaje, los
signos, etc. Asi el aprendizaje es visto como la actividad a través de la cual los individuos entran en re-
lacién no solamente con el mundo de los objetos culturales, sino con otros individuos y adquieren, en el
seguimiento comun del objetivo y en el uso social de signos y artefactos, la experiencia humana.

2. CONTENIDOS

Resolucién de ecuacion ciibica. Introduccién a los niimeros complejos.

3. REQuUISsITOS PREVIOS

Resoluciéon de ecuaciéon cuadratica. Resoluciéon de ecuaciones bicuadréticas. Resoluciéon de sistemas
de ecuaciones mixtos. Nociones de geometria bésica.

4. OBJETIVOS

» Valorizar y resignificar la resolucién de ecuaciones cuadraticas, mediante la utilizacién de un mar-
co geométrico.

» Utilizar la resolucién de ecuaciones cuadréticas para la resolucién de ecuaciones ctibicas mediante
la generalizacién del método geométrico.

= Generar la importancia en la necesidad de definir e introducir los ntimeros complejos, para la
resolucién de ecuaciones.
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5. ACTIVIDADES

5.1 Actividades previas

Lectura del material bibliografico histérico sobre el tema «Ecuacién cuadratica», «Introduccién his-
torica sobre la resolucién de ecuaciones cuadraticas». Se espera que mediante las actividades los par-
ticipantes refresquen dichos contenidos que fueron impartidos en un curso de algebra e historia de la
matematica.

5.2 Primera hora y media presenciales

En este espacio en un principio se les planteard a los cursantes del taller en un principio resolver
una ecuacion cuadrética por el método que consideren mds conocido o mds relevante. Para luego dar a
conocer en forma de debate general las diferentes formas de resolucién de la ecuacién, encontrando dife-
rencias y semejanzas entre las diferentes resoluciones. En forma posterior se les pedird resolver la misma
ecuacién mediante el método de «completar cuadrados», para luego nuevamente poner en debate el pro-
cedimiento realizado. Por tdltimo se les brindaré a los participantes material de manipulacion (cartulinas
con determinadas formas) para que expliquen de manera geométrica en qué se basa o sustenta el método
de resolucién anterior (completar cuadrados).

5.3 Primeras dos horas entre clases

Lectura del material bibliografico histérico sobre el tema «Ecuacién ctbica», «Introduccién histérica
sobre la resolucién de ctbicas».

54 Segundas dos horas presenciales

En este espacio se pretende trabajar con la resolucién de las ecuaciones ctibicas reducidas de la forma
x3 +ax = b, para ello se explora el planteo de completar cuadrados en tres dimensiones. De manera
que en lugar de completar el cuadrado, los cursantes deberdn completar el cubo apoyados nuevamente
en un marco geométrico en tres dimensiones. Es aqui donde entra en juego la resolucién de sistemas de
ecuaciones. Lo cual llevaré a los participantes a plantear una ecuacién bicuadratica, que a su vez impulsa
la resolucién de una ecuacién cuadratica. Ver seccién 4.5.2.

5.5 Segundas dos horas entre clases

Se les pedira a los participantes de taller, la resolucién de una ecuacién ctibica reducida como asi
también material bibliografico histérico sobre la generalizaciéon del método de resolucién Cardano de
ecuaciones ctibicas no reducidas, es decir de la forma ax3 + bx? + cx + d = 0. Ver seccién 4.5.3.

5.6 Terceras dos horas presenciales

Este espacio se abordaran ecuaciones ctibicas que no pueden resolverse facilmente de la forma usual.
En donde al aplicar el algoritmo del método Cardano y realizar planteo geométrico del problema se ob-
tienen raices cuadradas de ntimeros negativos. Donde si bien la derivacién y el armado del cubo funciona
parcialmente, la ecuacién cuadratica resultante no brinda solucién. Es asi que los participantes tendran la
necesidad de impulsar la creacién de un nuevo conjunto numérico (el conjunto de los niimeros comple-
jos), lo cual nos brinda la solucién de la ecuacién la cual para nuestra sorpresa es real. Donde el método
Cardano funciona, pero se debe abandonar la prueba geométrica que la generd en un principio, asi los
nimeros complejos deben existir como un recurso intermedio para la solucién real. Ver seccién 4.5.2.

5.7 Evaluacion final

Se les presentard a los participantes realizar un resumen de lo trabajado en el taller y una ecuacién
ctibica para la resolucién de la misma, utilizando todo lo trabajado en el taller.
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ResuMEN. Este trabajo se enfoca en la importancia de un taller para docentes de edu-
cacion secundaria en Argentina que participan en la Olimpiada Matematica Argentina.
El taller tiene como objetivo proporcionarles herramientas y enfoques novedosos para
guiar a sus estudiantes en la resolucién de problemas geométricos, fortaleciendo asi
los conceptos geométricos y mejorando la calidad educativa. Se basa en fundamen-
tos matematicos, didacticos y pedagégicos, que incluyen una comprensién profunda
de la geometria, la resolucién de problemas desafiantes y un enfoque pedagdgico cen-
trado en el estudiante. Los temas abordados en el taller incluyen figuras geométricas
bésicas, cuadrildteros convexos, la circunferencia, la semejanza y las razones trigono-
métricas. La metodologia se basa en plantear situaciones problemadticas para promover
el aprendizaje activo y el razonamiento. Las actividades previas incluyen recopilar ma-
terial bibliogréfico y realizar un cuadro comparativo de los conceptos y dificultad de
los textos. Durante el taller, se presentan recursos multimediales y material bibliografi-
co relacionado con la Olimpiada Matematica. Los participantes comparten sus cuadros
comparativos y se fomenta la discusion. En resumen, este taller busca fortalecer la ca-
pacidad de los docentes para guiar a sus estudiantes en la resolucién de problemas
geométricos y promover una educacion de calidad en matematicas.

PaLaBrAs cLAVE — Taller, Docentes, Geometrfa, Olimpiada Matematica, Resolucién de
problemas.

1. INTRODUCCION

1.1 Importancia del taller

Cada afio, un gran ntimero de estudiantes de diversas instituciones educativas de Argentina parti-
cipan en la Olimpiada Matemaética Argentina, la cual se lleva a cabo en todo el territorio del pais. Esta
competencia tiene como objetivo abordar contenidos matemaéticos a través de problemas desafiantes,
cuya resoluciéon requiere el adecuado manejo de conceptos basicos entrelazados entre si.

Los docentes de educacién secundaria desempefian un papel fundamental en la construccién de estas
perspectivas diferentes y diversas. Su participacién en este taller les brindara herramientas y enfoques
novedosos para colaborar con sus estudiantes en la resolucién de problemas geométricos, con el fin de
mejorar la calidad educativa y fortalecer los conceptos geométricos en sus alumnos.

Durante el taller, los docentes tendrdn la oportunidad de adquirir miradas enriquecedoras que les per-
mitirdn abordar la ensefianza de la geometria desde diferentes angulos. Ademas, se les proporcionardn
estrategias de resolucion de problemas, lo que les permitira guiar a sus estudiantes de manera efectiva en
el desarrollo de habilidades matematicas y en la comprensién de conceptos geométricos mas profundos.

Al promover la participacion de los docentes en este taller, se busca fomentar una educacién de ca-
lidad y un mayor afianzamiento de los conocimientos geométricos en los estudiantes. La resoluciéon de
problemas de geometria no solo implica la aplicacién de conceptos teéricos, sino también el desarrollo
de habilidades analiticas y estratégicas, lo cual contribuye al crecimiento integral de los alumnos.
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En resumen, la participacién de los docentes de secundaria en este taller les proporcionara herramien-
tas valiosas y diferentes perspectivas para colaborar con sus estudiantes en la resolucién de problemas
geométricos. Esto no solo mejorard la calidad educativa, sino que también fortalecera los conceptos geo-
métricos en el alumnado, brinddndoles una base sélida para su desarrollo académico y personal.

1.2 Fundamentos

Las Olimpiadas Matematicas, incluyendo la Olimpiada Matematica Argentina, se basan en fundamen-
tos matematicos, didacticos y pedagoégicos para promover el aprendizaje y la excelencia en matemadticas,
especialmente en el campo de la geometria. Estas bases son las siguientes:

1.2.1 Fundamentos Matematicos

Las Olimpiadas Matematicas, incluyendo la geometria, se basan en una sélida comprension de los
conceptos matematicos. Los participantes deben tener un conocimiento profundo de la geometria eu-
clidiana, incluyendo teoremas, axiomas, propiedades y demostraciones. También es importante tener
habilidades en cédlculo y algebra, ya que la geometria a menudo se relaciona con estos campos.

1.2.2 Fundamentos Diddacticos

Las Olimpiadas Matemdticas se centran en la resolucion de problemas como medio para promover
el aprendizaje matemdtico. La resolucién de problemas desafiantes estimula el razonamiento légico, la
creatividad y el pensamiento critico. Los problemas geométricos presentados en las olimpiadas suelen
requerir una comprensioén profunda de los conceptos geométricos y la capacidad de aplicarlos en si-
tuaciones no triviales. Ademads, estos problemas suelen fomentar la visualizacién, la manipulacién de
figuras y la deduccién légica.

1.2.3 Fundamentos Pedagégicos

Las Olimpiadas Mateméticas promueven un enfoque pedagdgico centrado en el estudiante, en el cual
se fomenta el descubrimiento, la exploracion y la construccién activa del conocimiento. Se busca desarro-
llar habilidades y competencias matematicas mds all4 del curriculo tradicional, fomentando el interés y la
pasion por las matemadticas. Los problemas geométricos de las olimpiadas proporcionan a los estudian-
tes desafios estimulantes que les permiten profundizar en su comprension de la geometria y desarrollar
habilidades de resolucién de problemas.

Ademas de estos fundamentos, las Olimpiadas Matemaéticas también promueven la colaboracién y el
intercambio de conocimientos entre estudiantes y docentes. Se organizan actividades de preparacién, ca-
pacitaciones y talleres que brindan a los docentes herramientas y estrategias para guiar a los estudiantes
en la resolucién de problemas geométricos y fomentar su participacion en las olimpiadas.

En resumen, las bases matematicas, didacticas y pedagégicas de las Olimpiadas Matemadticas, espe-
cialmente en el campo de la geometria, se centran en una comprensién sélida de los conceptos mate-
maticos, la resolucién de problemas desafiantes como medio de aprendizaje, y un enfoque pedagégico
centrado en el estudiante. Estas bases buscan promover el pensamiento critico, la creatividad y la pa-
si6n por las matematicas, asi como el desarrollo de habilidades geométricas y competencias més alld del
curriculo tradicional.

2. CONTENIDOS

El taller se centrard en los siguientes temas:

» Figuras geométricas basicas: Lugares geométricos relacionados con la equidistancia. Puntos, rec-
tas y circunferencias relacionados con tridngulos. Construcciones de tridngulos a partir de condi-
ciones geométricas.

» Cuadrilateros convexos: Propiedades de los lados, diagonales y dngulos interiores.

» La circunferencia. Cuadrilateros inscritos en una circunferencia

» Lasemejanza. Criterio de semejanza de tridngulos. Aplicaciones: El teorema de Pitdgoras y el drea
de poligonos.

= Razones trigonométricas. Teoremas del seno. Consecuencias interesantes.

34



MEMoORI1AS DE LAS VII JEM - 2023 TALLER

GEOMETRIA: ALGUNOS CONCEPTOS RELACIONADOS CON OLIMPIADA MATEMATICA ARGENTINA

3. REQUISITOS

Para participar en este taller, se requiere tener conocimientos bédsicos de geometria y familiaridad con
el software GeoGebra 5.0. https:/ /www.geogebra.org/

4. OBJETIVOS

Los objetivos principales del taller son:

Proponer, anticipar y registrar situaciones problematicas que puedan resolverse utilizando dife-
rentes estrategias, dentro del marco de los conocimientos disponibles.

Identificar y sefalar las diferencias y similitudes entre diversas formas de resolucién, fomentando
la participacion activa de los estudiantes y promoviendo la discusién respetuosa de las interven-
ciones de todos los estudiantes.

Identificar los saberes previos y emergentes de los estudiantes en relacién con la situacién proble-
matica planteada, para adaptar y personalizar la ensefianza de acuerdo a las necesidades indivi-
duales.

Colaborar con los estudiantes para lograr la modelizacién matematica de las situaciones anali-
zadas, es decir, representarlas y expresarlas en términos de conceptos y relaciones matematicas
adecuadas.

Estimular a los estudiantes a construir generalizaciones y férmulas matemaéticas que permitan
abordar y resolver problemas de manera maés eficiente y efectiva.

Presentar a los estudiantes tareas que involucren el uso de diferentes software y herramientas
tecnolégicas, considerando los limites y alcances de cada uno de ellos.

5. METODOLOGIA

La metodologia utilizada en el taller se basara en el planteo de situaciones problemaéticas como enfo-
que principal para abordar los siguientes temas:

Figuras geométricas bésicas: Se planteardn situaciones problematicas relacionadas con lugares
geométricos que involucran la equidistancia. Los participantes resolverdn problemas que requie-
ran la identificacién de puntos, rectas y circunferencias relacionados con tridngulos. Ademads, se
explorardn construcciones de tridngulos a partir de condiciones geométricas especificas. Coxeter
etal. [33]

Cuadrilateros convexos: Se presentaran situaciones problemadticas que permitan investigar y com-
prender las propiedades de los lados, diagonales y dngulos interiores de cuadrilateros convexos.
Los participantes analizardn y resolveran problemas relacionados con estas propiedades. Coxeter
et al. [33] y Eves [36]

La circunferencia: Se abordarén situaciones problematicas que involucren la circunferencia y su
relacién con otros elementos geométricos. Se explorardn cuadrildteros inscritos en una circunfe-
rencia y se resolverdn problemas relacionados con estas configuraciones. Coxeter et al. [33]

La semejanza: Se plantearan situaciones probleméticas que permitan explorar el concepto de se-
mejanza entre tridangulos. Los participantes aplicardn el criterio de semejanza de tridngulos para
resolver problemas especificos. Ademas, se investigaran aplicaciones de la semejanza, como la
utilizacion del teorema de Pitdgoras y el cdlculo del area de poligonos. Fuxman Bass [39]
Razones trigonomeétricas: Se presentardn situaciones probleméticas que requieran el uso de las ra-
zones trigonométricas, en particular el teorema del seno. Los participantes resolveran problemas
que involucren el cdlculo de medidas de angulos y longitudes de segmentos utilizando estas razo-
nes trigonométricas. Ademads, se exploraran las consecuencias interesantes derivadas del teorema
del seno. Durell y Robson [34]

En resumen, la metodologia del taller se basara en el planteo de situaciones problemaéticas para que
los participantes puedan investigar, analizar y resolver problemas relacionados con figuras geométri-
cas, cuadrilateros, la circunferencia, la semejanza y las razones trigonométricas. Este enfoque permitird
un aprendizaje activo, promoviendo el razonamiento y la aplicacién de los conceptos geométricos en
contextos desafiantes y significativos. Notas de Geometria [37]
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6. ACTIVIDADES

A continuacioén se detallan las principales actividades a realizar durante el taller:

6.1 Actividades previas

Recopilacién de material bibliogréfico de secundaria en relacién al eje Geometria y Medida del
Ciclo Bésico y Ciclo Orientado: Niicleos de aprendizajes prioritarios [38]

Solicitar a los participantes que recopilen material bibliografico (libros, manuales, guias) relacio-
nado con el tema de geometria y medida en el nivel de educacién secundaria. Los participantes
deben revisar los contenidos y enfoques de los materiales seleccionados para tener una visién ge-
neral de los recursos disponibles. Elaboracién de cuadro comparativo de los diferentes conceptos
abordados por diferentes editoriales.

Solicitar a los participantes que elaboren un cuadro comparativo que incluya las diferentes edi-
toriales y los conceptos de geometria y medida abordados en sus materiales. Los participantes
deben identificar los conceptos especificos y hacer una comparacién de como se presentan y de-
sarrollan en cada recurso. Elaboracién de cuadro comparativo sobre la dificultad que muestran
dichos textos en relacién a la presentaciéon de problemas de geometria.

Solicitar a los participantes que elaboren un cuadro comparativo que evaltie la dificultad de los
textos en relacién a la presentacién de problemas de geometria. Los participantes deben considerar
la claridad de las explicaciones, la profundidad de los problemas y la progresién de dificultad en
los textos analizados.

Los participantes deben explorar y familiarizarse con los recursos disponibles, como actividades
interactivas, ejercicios y problemas de geometria.

Una guia para la bisqueda y la exploracién se dejard en un curso de la plataforma Moodle.

6.2 Primera hora y media presenciales

Presentacién de la Olimpiada Matematica Argentina y el Torneo de Geometria e Imaginacién a
través de recursos multimediales: Se utilizardn recursos multimediales, como videos, presenta-
ciones o pédginas web, para introducir a los participantes en la Olimpiada Matematica Argentina
y el Torneo de Geometria e Imaginacién. Estos recursos proporcionardn informacién sobre el pro-
posito, las caracteristicas y los desafios de estas competencias matematicas.

Reconocimiento de paginas oficiales y el material de sustento proporcionado por cada péagina:
Los participantes explorardn las pdginas web oficiales de la Olimpiada Matemadtica Argentina y el
Torneo de Geometria e Imaginacién. Se les guiara para que identifiquen y examinen el material de
sustento proporcionado en estas paginas, como guias de estudio, problemas anteriores y recursos
didécticos. Notas de Geometria [37]

Presentacién de material bibliografico especifico de la Olimpiada Matematica: Se compartird con
los participantes material bibliogréfico especifico relacionado con la Olimpiada Matemética Ar-
gentina y el Torneo de Geometria e Imaginacién. Esto puede incluir libros, articulos o documentos
que contengan ejercicios y problemas de geometria enfocados en las competencias.

Presentacién por parte de los docentes participantes de los cuadros comparativos elaborados:
Los docentes participantes compartiran los cuadros comparativos que elaboraron previamente,
donde se analizan y comparan diferentes recursos y materiales relacionados con la geometria y
las olimpiadas matematicas. Esto permitird a los demds docentes conocer diferentes enfoques y
contenidos presentes en el material disponible.

Discusién en grupos pequefios sobre las caracteristicas principales del material y la eleccion del
material a utilizar durante el taller: Se formaran grupos pequefios de discusién, donde los partici-
pantes intercambiardn ideas y opiniones sobre las caracteristicas principales del material presenta-
do y su pertinencia para el desarrollo del taller. Se buscard consenso y reflexién sobre qué material
utilizar durante el taller, teniendo en cuenta las necesidades y objetivos de los participantes.
Estas actividades proporcionaran a los participantes una visién general de la Olimpiada Matema-
tica Argentina y el Torneo de Geometria e Imaginacion, les permitiradn familiarizarse con el ma-
terial de apoyo y promoveran la reflexiéon y la eleccién adecuada del material para el desarrollo
del taller. Ademas, se fomentard la colaboracién y el intercambio de ideas entre los participantes
para enriquecer la experiencia de aprendizaje.
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6.3 Primeras dos horas entre clases

Durante el taller, se les pedird a los cursantes que resuelvan tres problemas de Torneo de Geometria e
Imaginacion, los cuales estardn adaptados a diferentes ciclos educativos. Estos problemas se resolveran
de manera asincrona, lo que significa que cada participante podra trabajar en ellos a su propio ritmo y
en el momento que le resulte mds conveniente.

Se proporcionaran los problemas a los participantes, junto con los recursos y materiales necesarios pa-
ra abordarlos. Cada problema estara disefiado para desafiar el pensamiento geométrico y la creatividad
de los participantes, alentdndolos a aplicar los conceptos y estrategias aprendidas durante el taller.

En resumen, los cursantes del taller deberan resolver tres problemas de Torneo de Geometria e Ima-
ginacién de forma asincrona, y prepararse para la segunda sesion presencial para compartir y discutir
sus soluciones en un ambiente de aprendizaje colaborativo. Notas de Geometria [37]

6.4 Segundas dos horas presenciales

Una vez que los cursantes hayan resuelto los problemas de forma individual, se llevara a cabo una
puesta en comun. Durante esta sesién, los participantes compartirdn sus soluciones y estrategias utili-
zadas para resolver los problemas. Se fomentard la discusion y el intercambio de ideas entre los partici-
pantes, en un entorno de respeto y colaboracién.

La puesta en comtin permitira que los cursantes aprendan de las diferentes aproximaciones y enfoques
utilizados por sus compafieros, y también brindaréa la oportunidad de recibir retroalimentacién por parte
de los encargados de taller y del resto del grupo. Esta actividad enriquecerd el aprendizaje colectivo y
contribuiré a fortalecer las habilidades y el razonamiento geométrico de los participantes.

6.5 Segundas dos horas entre clases

Durante las siguientes horas asincrénicas del taller, se seguird utilizando la misma metodologia de
trabajo que se ha empleado anteriormente, pero con un enfoque ligeramente diferente. En lugar de re-
solver problemas de geometria de las olimpiadas seleccionados previamente, en estas horas se les pedird
a los cursantes del taller que intenten generar problemas de aplicacién relacionados con los conceptos
geométricos estudiados.

La tarea principal de los participantes serd utilizar los conocimientos adquiridos hasta el momento
y su creatividad para disefiar situaciones problemaéticas que requieran la aplicacién de los conceptos y
habilidades geométricas abordadas en el taller. Estos problemas de aplicacion deben ser desafiantes y
significativos, presentando un contexto real o imaginario donde los conceptos geométricos sean relevan-
tes.

Los participantes tendran la libertad de elegir diferentes temas o dreas de aplicacién, como la ar-
quitectura, la ingenieria, el disefio, la navegacién, entre otros. Se les animaré a considerar situaciones
problemaéticas que les resulten interesantes y relevantes para su contexto educativo o profesional.

Durante estas horas asincrénicas, los cursantes del taller trabajardn de manera individual o en grupos
pequefios para generar los problemas de aplicacién. Se les proporcionard una guia o plantilla que les
ayude a estructurar los problemas de manera clara, incluyendo la descripcién del contexto, los datos
relevantes, las preguntas a responder y las indicaciones para la resolucion.

Esta actividad de generacién de problemas de aplicacion fomentara el pensamiento critico, la creativi-
dad y la capacidad de transferir los conocimientos geométricos a situaciones reales. Ademads, permitird
a los participantes desarrollar habilidades de disefio de problemas y enriquecera el banco de recursos
didéacticos del taller con nuevas situaciones problematicas para futuras actividades.

6.6 Terceras dos horas presenciales

Una vez generados los problemas de aplicacién, los participantes tendran la oportunidad de com-
partir y discutir sus creaciones en esta sesién presencial del taller. Durante esta sesion, se promoverd el
intercambio de problemas entre los participantes, brindando retroalimentacién constructiva y sugirien-
do posibles mejoras o modificaciones.

6.7 Evaluacion final

La evaluacién final de este taller se llevara a cabo mediante la presentacién de posibles soluciones
a un problema de Geometria propuesto a nivel nacional de la Olimpiada Matemética Argentina y la
resolucién de un problema de Torneo de Geometria y Medida utilizando modalidades diferentes.
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Para la evaluacién del problema de Geometria propuesto de nivel nacional, los participantes deberan
analizar en detalle el enunciado del problema, identificar los conceptos y técnicas geométricas relevan-
tes y proponer una solucién rigurosa y fundamentada. Se espera que demuestren un sélido dominio
de los conceptos geométricos abordados en el taller, asi como habilidades para plantear estrategias de
resolucioén y justificar sus razonamientos.

Por otro lado, la resolucién del problema de Torneo de Geometria y Medida se llevara a cabo utili-
zando modalidades diferentes. Esto implica que los participantes deberdn abordar el problema desde
diferentes perspectivas o enfoques, empleando diversas estrategias de resolucién. Se espera que mues-
tren flexibilidad y creatividad en la buisqueda de soluciones, demostrando un pensamiento geométrico
solido y habilidades para argumentar y justificar sus procesos de resolucién.

En ambos temas, se valorara tanto la precisién y correccién de las soluciones propuestas como la cla-
ridad y coherencia en la presentacién de los razonamientos. Se espera que los participantes apliquen
los conocimientos adquiridos durante el taller de manera efectiva, demostrando un buen nivel de com-
prensioén de los conceptos y habilidades geométricas abordadas. También se evaluard su capacidad para
comunicar de manera clara y concisa sus ideas y resultados.

La evaluacién final a través de la presentacion de soluciones a un problema de Geometria de nivel
nacional y la resolucién de un problema de Torneo de Geometria y Medida con modalidades diferentes
permitird evaluar de manera integral el desempefio y los logros de los participantes en el taller, propor-
cionando una retroalimentacién valiosa sobre su dominio de los contenidos y habilidades geométricas,
asf como su capacidad para aplicarlos en diferentes contextos y modalidades de resolucién.
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ResuMEN. Esta comunicacion se basard en una aplicacién de Ecuaciones Diferenciales
aplicado a Circuitos Eléctricos. Para este caso serd con el circuito R-C (Resistor - Ca-
pacitor) cuyo modelo es R - ¢’ + (1/c) - ¢ = E(t) (la entrada simbolizada como E(t)
que representard como varia la diferencia de potencial en funcién del tiempo). Si E(t)
distinto de 0 representa la carga de un capacitor C, si E(t) es igual a 0 representard
la descarga del capacitor. La solucién de la EDO (Ecuacién Diferencial Ordinaria) con
condicién inicial serd g(t) (serd la carga en funcién del tiempo t) expresada en Cou-
lombs. Se mostrara la resolucién de la ecuacion mediante el uso de GeoGebra con va-
lores particulares R = 200€), 100uF, E(t) = 20V, y luego con la herramienta deslizador
en GeoGebra se hard variar los pardmetros R y C para visualizar como va cambiando
la funcién de salida, y hacer algunas interpretaciones fisicas de lo que sucederd, con
respecto a la cantidad de carga, constante de tiempo, curvas y asintotas, etc. También
se aplicard la funcién derivada a la misma funcién ¢(t) para obtener la intensidad de
corriente eléctrica i(t) expresada en Ampere. Es una buena aplicacion del software para
utilizar en contexto de aprendizaje de Fisica General.

1. INTRODUCCION

La propuesta tendrd una impronta tecnolégica-didactica. Deberia estar incluida esta comunicacién
ya que el GeoGebra es uno de los software mas utilizados en los cursos de Anélisis Matemético, Fisica
General, etc. Al trabajar ecuaciones diferenciales, es muy importante entender el método de resolucién
para poder utilizarlo pero también serfa interesante que los alumnos puedan aprender en algtin curso de
ecuaciones diferenciales o de circuitos eléctricos, estas herramientas para poder modelizar de acuerdo a
sus intereses y a sus conveniencias en el contacto con las funciones exponenciales que seran la salida de
la ecuacion diferencial. El circuito R-C (Resistor - Capacitor) cuyo modelo es R - g’ +1/c - q = E(t) serad
tratada mediante ese software.

2. REQUISITOS PREVIOS

Esta destinado a docentes y estudiantes del nivel superior que trabajan en cursos de Analisis Mate-
matico y Fisica General.

3. DESARROLLO

Los temas que se tratardn en la comunicacién serdn la presentacién de la modelizacién del circuito
R-C mediante el uso de ecuaciones diferenciales de primer orden. Luego se ejemplificard con valores
particulares R = 200Q), C = 100uF, E(t) = 20V para simular la carga de un capacitor 200 - g’ +1/10* - g =
20 con condicién inicial 4(0) = 0y luego E(t) = 0V para la descarga del capacitor, 200 - 4" + 1/10* -
g = 0 con condicién inicial 4(0) = 0,002. Eso se colocaré en el software GeoGebra en la Vista Célculo
Simbélico (CAS): ResuelveEDO[200y’ + 10000y = 20, (0,0)]. Cuya solucién seré: y(t) = 1/500 - e,
Luego se colocard ResuelveEDO[R # i’ + & xy = 20, (0,0)], se aplicaré con la herramienta “deslizador”
para R y C, por ende se colocard un incremento de 100Q2, con lo cual se aumentard o disminuira la
resistencia y también la del capacitor, y por tltimo se hablaré de la constante de tiempo T = RC. Se hara
la interpretacion fisica, de que si la constante de tiempo es relativamente grande es porque la resistencia
es muy grande. El circuito cargard con mds rapidez si se utiliza una resistencia més pequefia. Y también
si a mayor capacitancia mayor carga tendré el capacitor. Y si hay mayor resistencia habrd un retardo en
la carga.
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ResuMEN. Con el objeto de promover la funcién de investigacion y suscitar la produc-
cién de conocimiento educativo y pedagégico en el nivel Superior y en los Institutos
Superiores de Formacién Docente (ISFD) el Instituto Nacional de Formacién Docente
(INFoD) en el afio 2021 convocé a las y los docentes y estudiantes de carreras de For-
macién Docente de Institutos Superiores de gestion estatal a presentar proyectos de
investigacion. El eje priorizado, en dicha convocatoria, fue la educaciéon en Argentina
en el contexto de la emergencia sanitaria generada por el Coronavirus SARS-CoV-2. En
el marco de dicha convocatoria los autores de esta ponencia presentamos un proyecto
cuyo objetivo fue indagar y analizar, desde lo didéctico y lo curricular, las estrategias
de ensefianza implementadas por las y los docentes de los espacios curriculares de la
formacién especifica y de la formacién en la préctica profesional del Profesorado de
Educacién Secundaria en Matematica del ISFD N°32 de Santa Fe, durante la pandemia
por COVID-19. En este trabajo presentamos los resultados de una encuesta que formé
parte de la investigacion desarrollada en el 2022.

1. INTRODUCCION

Esta ponencia describe algunos resultados derivados de una investigacion referida a las estrategias
de ensefianza llevadas a cabo en un profesorado de matematica para la educacion secundaria durante
los afios de la pandemia. Consideramos que esta comunicacién en las JEM favorece el intercambio de
andlisis de experiencias de un hecho reciente que obligé a todos los niveles del sistema educativo de 190
paises del mundo a desarrollar tareas educativas en entornos virtuales.

2. REQUISITOS PREVIOS

Profesores y profesoras de Matemadtica y estudiantes de Profesorado de Matematica.

3. DESARROLLO

Como consecuencia del Aislamiento Social Preventivo y Obligatorio (ASPO) el cuerpo docente se vio
en la necesidad de adaptarse y brindar respuestas a las necesidades educativas de los y las estudiantes.
Tal como otros educadores, llamamos a este escenario Educacién Remota de Emergencia (ERE).

En este contexto, para desarrollar las propuestas educativas gran parte del colectivo docente recurrié
al uso de TIC. Segtin Coll [47], las propuestas educativas que incorporan las TIC con un cierto nivel de
elaboracién deberfan incluir tres tipos de ingredientes: los recursos y software que profesores y alumnos
utilizan para ensefiar y aprender; un disefio instruccional elaborado y explicito con objetivos, contenidos
y actividades de ensefianza, aprendizaje y evaluacién y un conjunto de normas y sugerencias sobre como
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utilizar dichas herramientas. En sintesis, las propuestas educativas apoyadas en las TIC incluyen dos as-
pectos interdependientes: tecnolégicos como pedagégicos, que se integran en lo que Coll [47] denominé
un disefio tecnopedagoégico.

Cabe aclarar que al hablar de TIC haremos referencia tanto a los dispositivos, aplicaciones, software
informéticos como a las acciones que éstos habilitan para la ensefianza y el aprendizaje de la matematica.
En cuanto a los usos que pueden darse a dichos recursos adoptamos la clasificacién que se presenta
en Bravo [46] diferenciando 2 dimensiones: los vinculados a la matemadtica (para producir matematica,
para recibir informacién matematica, para comunicar informacién matematica) y los vinculados con la
comunicacion.

En relacién al concepto de estrategias de ensenanza (EE), recuperamos la conceptualizacién de Anijo-
vich y Mora [45] que define las EE como el conjunto de decisiones que asume el docente para orientar la
ensefianza de un contenido disciplinar teniendo en cuenta qué quiere que los estudiantes comprendan,
por qué y para qué.

Bajo este marco de referencia, consideramos indagar y analizar las EE implementadas por los y las
docentes para desarrollar su propuesta educativa.

Considerando que la complejidad del objeto de estudio de esta investigacion requeria la utilizacién
e integracion de diferentes abordajes metodolégicos, planteamos una investigaciéon exploratoria y des-
criptiva y optamos por el enfoque metodolégico conocido como método mixto, que complementa los
métodos cualitativos y cuantitativos.

Para dar respuesta a nuestro problema de investigacion, en primer lugar, se profundiz6 el marco te6-
rico. En segundo lugar, se llevé a cabo una encuesta online a través de formulario de Google a las y
los profesores de manera voluntaria y anénima. Seguidamente, se realizaron entrevistas en profundi-
dad a algunos de las y los docentes encuestados. Culminamos analizando materiales didacticos que nos
compartieron algunos docentes de manera voluntaria y que se desarrollaron durante el ASPO.

Por cuestiones de espacio a continuacién presentaremos el andlisis de una pregunta que formé parte
de la encuesta. Decidimos presentar, en este trabajo, los resultados parciales de la encuesta puesto que
constituy6 nuestro primer instrumento de recoleccién de datos, porque nos permitié aprovechar concep-
tos y graficos variados de la estadistica descriptiva y porque de ella surgieron hipétesis que buscamos
ratificar o rectificar en las entrevistas.

En una de las preguntas se pedia vincular diferentes recursos tecnolégicos con los usos que se les
dieron para la ensefianza de la matemadtica. Las y los docentes encuestados debieron elegir entre los si-
guientes recursos: aula virtual del INFoD, videoconferencias, mensajeria interna, aplicativos, presenta-
cién, buscadores y redes sociales. Y los posibles usos dados: para debatir, compartir informacién, buscar
informacién, emplear en la ejercitacion, producir materiales, aprender definiciones, propiedades, proce-
dimientos, comunicarse con las/os estudiantes.

Luego de analizar los resultados de las encuestas y empleando gréficos estadisticos para su interpre-
tacion puede concluirse que, el debate se desarroll6 durante la ERE en mayor medida a través del Aula
virtual del INFoD (60 %) y de videoconferencias (70 %). Todos los recursos tecnolégicos considerados
fueron empleados en el debate con y entre los estudiantes. Los recursos mayormente empleados para
compartir resolucién de ejercicios fueron el Aula Virtual del INFoD (60 %), videoconferencias (55 %) y
presentaciones (50 %). También fueron importantes los aplicativos (GeoGebra, Excel, etc.) (35 %). Para la
busqueda de informacién no se emplearon las redes sociales como se esperaba; sino que, fue mayormente
a través de buscadores de la web (Google, Bing, etc.) (55 %) y del Aula Virtual del INFoD (50 %).

Los aplicativos fueron el recurso mds utilizado en el empleo de ejercitacion (60 %). Las presentaciones
(30%) y el Aula Virtual del INFoD (35 %), suman aproximadamente el mismo porcentaje que las apli-
caciones. Se puede asumir que la produccién de materiales se canaliz6 por el Aula Virtual del INFoD
(50 %) y por presentaciones (50 %).

El aprendizaje de definiciones, propiedades y procedimientos se desarroll6 a través de tareas emplean-
do mayoritariamente el Aula Virtual del INFoD como recurso (85 %). Ademads, se estimé que también se
desarroll6 a través de las videoconferencias (60 %). Resulta llamativo que aplicaciones —como GeoGebra—
no presenten mayor porcentaje debido a la posibilidad que ofrecen para visualizar, explorar y conjetu-
rar. Las posibles comunicaciones docente-estudiante se establecieron principalmente a través del Aula
Virtual del INFoD (65 %), en menor medida por videoconferencias (50 %) y en tercer lugar por el uso de
mensajes a través del teléfono celular (30 %). Podemos distinguir que el primer y tercer grupo se refieren
a comunicaciones asincrénicas mientras que las del segundo grupo son sincrénicas. De acuerdo a los
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resultados obtenidos, se puede aseverar que el uso de las comunicaciones asincrénicas es aproximada-
mente el doble que las sincrénicas, coincidiendo con las directrices establecidas por el INFoD.

Es posible, entonces, concluir que en los espacios curriculares de las y los profesores que respondieron
a la encuesta aparecen las cuatro dimensiones en cuanto a los uso de los recursos informaticos que se
consideran en Bravo [46]. El hecho de que los recursos mds empleados fueron el Aula Virtual del IN-
FoD y las videoconferencias puede explicarse por diversos motivos. En cuanto a la primera muchos de
las y los docentes ya tenian parte de sus catedras virtualizadas ya que nuestro IFD tiene acceso al uso
de la misma desde el afio 2014 y por disposicién institucional fue el tnico medio por el que las y los
profesores debiamos comunicarnos con las y los estudiantes durante el 2020. Y en relacién a las video-
conferencias suponemos que fue el recurso que permitié mediar en el vinculo pedagégico y contener, no
s6lo académicamente, a las y los estudiantes.
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ReEsuMEN. Numerosos planes de estudio de la carrera Profesorado en Matematica in-
cluyen una materia de “Epistemologfa e Historia de la Matematica” con la finalidad de
animar a que los futuros profesores reflexionen, analicen y conozcan el proceso de cons-
truccién del conocimiento matematico, asi como también profundicen en los aspectos
culturales y epistemoldgicos de la disciplina. En la sede Bariloche de la Universidad
Nacional del Comahue intentamos lograr en los-las estudiantes una visién integradora
de los temas de Matemaética que a lo largo de la carrera han visto en distintas materias y
desde distintos abordajes. La evaluacién monografica como cierre de la materia, ha re-
sultado una herramienta valiosa como oportunidad para que los alumnos profundicen
un tema de Matematica o de la historia de la Matematica que les interese especialmen-
te, claramente delimitado y desarrollado de forma 16gica, recurriendo a la investiga-
cién bibliogréfica. En esta comunicacién, presentamos un resumen de la monografia
“El problema isoperimétrico”, afiadiendo comentarios referidos a los contenidos trabaja-
dos en la cursada. En la elaboracién del trabajo monografico se presentan numerosas
oportunidades de discutir entre pares y con la docente acerca de las teméticas genera-
les de la Matematica y particulares de cada uno de los temas elegidos. Se trata de una
produccién andamiada y colaborativa, con perspectiva al futuro desempefio de los-las
estudiantes como docentes.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, encontramos que los planes de estudio de la carrera Profesorado en Matematica in-
cluyen una materia de “Epistemologia e Historia de la Matematica” con la finalidad de animar a que los
futuros profesores reflexionen, analicen y conozcan el proceso de construccién del conocimiento mate-
matico, asi como también profundicen en los aspectos culturales y epistemolégicos de la disciplina.

En la sede B. de la U. N. intentamos lograr en los/las estudiantes una visién integradora de los temas
de Matematica que a lo largo de la carrera han visto en distintas materias y desde distintos abordajes,
teniendo en cuenta que después de 4 afios de formacién tienen una mirada m“as cercana a la mirada
experta por lo cual pueden resignificar sus aprendizajes y proyectarse en su futuro desempefio como
profesores. Los/las estudiantes revisan entonces su propia experiencia y algunos conceptos e ideas ma-
tematicas son contextualizadas desde un punto de vista histérico y cultural.

La evaluacién monogréafica como cierre de la materia, ha resultado una herramienta valiosa como
oportunidad para que los alumnos profundicen un tema de Matematica o de la historia de la Matematica
que les interese especialmente, claramente delimitado y desarrollado de forma légica, recurriendo a la
investigacion bibliografica.

En esta comunicacién, presentamos un resumen de la monografia (producto final) “El problema iso-
perimétrico” del estudiante A. V. N., afladiendo comentarios referidos a los contenidos trabajados en la
cursada y a modo de cierre evaluamos la dindmica del proceso de su elaboracién, mostrando el dié-
logo docente-alumno en cuanto a sugerencias bibliograficas, adecuacién y retroalimentacién, asi como
también algunas valoraciones sobre el aprendizaje que representa este modo de trabajo.

2. DESARROLLO

En primer lugar, cabe mencionar que etimoldgicamente «isoperimetria» significa literalmente “con
igual perimetro”. En Matemadtica, la isoperimetria es el estudio general de las figuras geométricas planas
que tienen contornos iguales y su relacién con el drea que encierran
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De manera explicita se prioriza desde la cdtedra un acercamiento histérico y epistemoldgico a los
temas, siendo que los problemas diddacticos y cognitivos que la relacién entre perimetro y 4rea de figuras
puede suscitar escapan al alcance de la materia (si bien forman parte de los procesos de discusién). Es ast
que, a quienes quieran profundizar en estos aspectos recomendamos el articulo de D’Amore y Fandifio
Pinilla [57], “Relaciones entre drea y perimetro: convicciones de maestros y de estudiantes” .

A continuacién se hace un relato “a dos voces” en que la primera corresponde a extractos de la mo-
nografia del estudiante y la segunda contiene comentarios relacionados con los contenidos histéricos y
epistemoldgicos trabajados durante la cursada.

2.1 Introduccién a la monografia

Todas las personas en la toma de decisiones, con las cuales pretenden obtener alguna ganancia, in-
volucran procesos de optimizacién. Cuando se trata de situaciones sencillas, los procesos también lo
son; y la puesta en juego de la intuicién y experiencia personal, tal vez, juegan un rol importante. Sin
embargo, a medida que se abandonan las situaciones mas triviales y la mirada se centra en aquellas
donde la solucién 6ptima es fundamental, por diferentes motivos, resalta la necesidad de compren-
der e investigar las operaciones éptimas para la toma de decisiones; y por tanto, surge en la sociedad
la tendencia a la complejizacién y sofisticaciéon matematica para poder dar respuestas viables y més
favorables a diferentes problemaéticas (Herndndez [50] y Zavala Diaz y Vakhania [56]).

Las tendencias recientes en filosofia de las mateméticas reconocen un triple cardcter en esta disciplina:
las mateméticas como quehacer humano, comprometido con la resolucién de cierta clase de situaciones
probleméticas; las matematicas como lenguaje simbélico y como un sistema conceptual l6gicamente or-
ganizado y socialmente compartido, emergente de la actividad de matematizacioén. (J. Godino et al. [59]).

Sujeto a estos argumentos es que, cuando estaba cursando el primer afio del Profesorado Universita-
rio en Matemadticas y estaba prepardindome para rendir el final de la materia Geometria Euclidiana,
surgieron de entre los conceptos que iban y venian, y entre las mdltiples hojas que escribia resolvien-
do diversos ejercicios, la siguiente cadena de interrogantes: ;cuél es el triangulo que encierra el drea
maéxima entre todos los tridngulos de igual perimetro?, mds atn, ;cudl es el poligono de n lados que
encierra drea maxima entre todos los poligonos de # lados cuyo perimetro es idéntico?; y finalmente,
(cudl es la curva que encierra maxima area entre todas las curvas de igual longitud? Sin darme cuen-
ta, me habfa sumergido en una problemdtica ya existente de un problema que fue discutido durante
mas de dos mil afos para ser resuelto: el problema isoperimétrico.

Recorte acorde a los alcances de la monografia: Tratamiento en el marco de la Geometria Euclidiana, ma-
teria en que ha surgido la inquietud del estudiante por explorar y profundizar en el tema elegido.

2.2 El problema isoperimétrico

El problema isoperimétrico es un problema de optimizacién (llamaremos problema de optimizacién
a todo aquel en el cual el objetivo fundamental es obtener un valor maximo o un valor minimo de
alguna variable). Claro que no fue entendido ni clasificado como tal, sino hasta las proximidades del
siglo XIX.

Encuadre del tema en un édrea especifica de la matematica: optimizacién. Dimensién matemaética.
2.2.1 El problema isoperimétrico como un hito histérico

La historia muestra grandes hitos respecto al estudio de los problemas de optimizacién. Algunos de
estos son:
= La obra de Pappus de Alejandria “Coleccién matematica” (320 a.C.)
» Los problemas isoperimétricos (Zenodoro, Gergonne, Steiner).
= El desarrollo del célculo diferencial en el siglo XVII, reconocida por el uso de derivadas para re-
solver problemas de médximos y minimos. Distinguida atin mads, por los aportes de Euler, quien
propone y crea el calculo de variaciones, considerando la obtencién de funciones que optimi-
zan funciones. Esto proporciond valiosas herramientas matematicas para afrontar problemas mas
avanzados.
» El desarrollo de la programacion lineal en la primera mitad del siglo XX. Kantorovich y Koop-
mans recibieron el premio Nobel de Economia en 1975 (teoria de la asignacion dptima de recursos).
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Encuadre del tema como hito histérico en optimizacién junto con otros hitos en el drea. Dimensién
histoérica

2.2.2 Origen del problema isoperimétrico

Existen varias fuentes que narran el surgimiento del problema isoperimétrico, sin duda alguna, todas
sostienen que es una leyenda que hunde sus raices en la mitologia. La misma nacié a continuacién
de la migracioén fenicia, cuando Dido, o Elisa, se estableci6 en el norte de Africa (en la regioén que
actualmente se llama Tanez).

Elisa lleg6 a las costas de Africa, donde vivian los gétulos, una tribu de libios cuyo rey era Jarbas. Pidié
hospitalidad y un trozo de tierra para instalarse en ella con su séquito. Jarbas le expuso que le daria tanta
tierra como ella pudiera abarcar con una piel de buey. Elisa, a fin de que la piel abarcara la maxima tierra
posible, la hizo cortar en finas tiras y asi consiguié circunscribir un extenso perimetro. Tras esto hizo
erigir una fortaleza llamada Birsa, que mds tarde se convirtié en la ciudad de Carthago o Qart-Hadash,
sobre un promontorio existente entre el lago de Ttnez y la laguna Sebkah er-Riana, que desembocaba
en mar abierto. Instaurada como soberana de la ciudadela, recibié de los habitantes el nombre de Dido.
Dido es sin duda una mujer excepcional. Arguedas [49].

No es fortuito que las historietas y leyendas que ligan drea y perimetro sean antiquisimas y se repi-
tan en el tiempo, incluso a distancia de siglos (basta pensar en el mito sobre la fundacién de Cartagine
por parte de Didone y a la célebre adivinanza de Galileo). Esta es una sefial, no més que una sefial, por
supuesto, de obstaculo epistemoldgico; por otra parte: cuando una idea matemaética no entra inmediata-
mente a formar parte de esta disciplina y, por el contrario, es causa de discusiones, contestaciones, luchas;
generalmente puede considerarse un obstdculo epistemolégico en el sentido de Brousseau. D’Amore y
Fandifio Pinilla [57].

Dimensién epistemolégica.

2.2.3 El problema isoperimétrico “vivo” durante 2000 afios

El problema isoperimétrico no quedé resuelto, en la época de Dido, desde un punto de vista matema-
tico. Existieron muchos matematicos que se esforzaron en resolver este problema. Partiendo desde
el griego Zenodoro, quien hizo grandes contribuciones para la resolucién de este aporte, y vivi6 en
torno al 200 a.C.; y concluyendo en principios del siglo XIX, cuando el problema fue completamente
resuelto por Weierstrass, el cual utiliz6 el célculo de variaciones.

Las matemadticas constituyen, por tanto, una realidad cultural constituida por conceptos, proposicio-
nes, teorias, etc. (los objetos matematicos) y cuya significacién personal e institucional esta intimamente
ligada a los sistemas de practicas realizadas para la resolucién de las situaciones-problemas. J. Godino
etal. [59].

2.3 Zenodoro, el geémetra griego

Zenodoro, al parecer, vivi6 en Atenas, aproximadamente entre los afios 200 y 140 a.C. Su trabajo
sobre figuras isoperimétricas se conoce por medio de algunas referencias, como la que realiza Teén
de Alejandria (335-405), matematico griego, en sus amplios comentarios al Almagesto de Ptolomeo.
Pappus (290-350) también hace uso de las proposiciones de Zenodoro en el libro V de su Coleccion
Matemdtica (Herrero [51]).

Zenodoro, tras abordar el problema isoperimétrico, intenta demostrar que el circulo tiene mayor
drea que cualquier poligono con el mismo perimetro.

Una de las propiedades que demostré Zenodoro falla. Fue, probablemente Pappus, quien se per-
caté de tal error y hace una nueva demostracién tras recoger los escritos de Zenodoro. Afios més
tarde, Lhulier (1750-1840) y Steiner (1796-1863) resuelven el problema.

En este apartado el estudiante describe los lemas y teoremas enunciados por Zenodoro, muestra varias
ilustraciones y realiza un anélisis de los mismos. Se detiene en el examen de un argumento de Zenodoro
fallido y, si bien no ha quedado registrado en la monografia, se buscaron contraejemplos con el software
GeoGebra.
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24 Unanueva forma de abordar el problema isoperimétrico: Gergonne

Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), es el primer autor que se plantea resolver el problema isoperimé-
trico sin recurrir a los poligonos, lo que viene a ser un aporte diferente a los que se venian registrando.

Una figura que tenga perimetro fijo y drea maxima, ha de ser convexa ya que, si no lo fuera bastara
tomar su envoltura convexa (menor conjunto convexo que lo contiene), que tendra perimetro menor
y drea mayor. S6lo habra coincidencia en caso de que la figura de partida fuera convexa. Herrero [51,

p- 6l

El estudiante resalta el cambio de perspectiva en el abordaje del problema hacia la generalizacién (de
poligonos a figuras). Aparecen nuevos conceptos y procedimientos matematicos: convexidad, simetri-
zacion.

2.5 El matematico cuyo nombre esta ligado con mas fuerza al problema isoperimétrico: Ja-
kob Steiner (1796-1863)

El matematico Jakob Steiner (1796-1863) realizé varias demostraciones en el contexto de extensos e
interesantes trabajos sobre diferentes aspectos de los maximos y minimos de medidas asociadas a
diferentes figuras (Herrero [51]). Las demostraciones de Steiner encierran construcciones y razona-
mientos puramente geométricos. Sin embargo, a Steiner se le reprocha, que en sus demostraciones
da por supuesta la existencia de solucién. Lo mismo ocurre con el razonamiento de Gergonne.

En general, las demostraciones de Steiner utilizan el razonamiento por el absurdo, a pesar de
que se trate de argumentos y construcciones diferentes. Esto es, suponer que existe una figura no
circular con perimetro fijo y drea maxima, y luego demostrar que se puede construir otra figura con
el mismo perimetro que tiene mayor drea. Lo cual es una contradiccion con lo supuesto. Y finalmente,
se concluye que la figura 6ptima debe ser un circulo ya que las nuevas figuras presentan propiedades
que solo tiene este.

Demostracion del Teorema Principal de Steiner.

Acd se aborda otro elemento epistemoldgico a considerar: la demostracién por absurdo y no por cons-
truccién, que ha generado numerosos debates al interior de la comunidad matemaética.

2.6 El problema isoperimétrico resuelto después de 2000 afios

Fue el ilustre matematico K. Weierstrass (1815-1897) quien dio solucién al problema isoperimétrico, y
su resolucion no vino de la mano de la geometria euclidiana. Posteriormente otros matematicos como
Hurwitz (1859-1919), Blaschke (1855-1962), Schmidt (1876-1959) y Santal6 (1911-2001) ofrecieron otras
soluciones al problema isoperimétrico abordado desde diferentes caminos. Los “famosos” problemas
de optimizacién o de extremos ligados que se trabajan en carreras universitarias son generalmente
abordados utilizando el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, propuesto por el matematico,
fisico y astrénomo Joseph-Louis Lagrange (1736- 1813). No obstante, Bonnesen ofrece una prueba que
mejora la desigualdad isoperimétrica.

... disponemos de todo un sistema conceptual previo, herencia del trabajo anterior de las mentes ma-
tematicas més capaces, que nos proporcionan la solucién de un sinndmero de problemas. Esta herencia
quedaria desaprovechada si cada estudiante tuviese que redescubrir por si mismo todos los conceptos
que se le tratan de ensefiar. La ciencia, y en particular las matemaéticas, no se construye en el vacio, sino
sobre los pilares de los conocimientos construidos por nuestros predecesores. (J. Godino et al. [59]).

3. REFLEXIONES FINALES

1. En la evolucién del problema isoperimétrico hubo diferentes aportes de diversos mateméticos
en diferentes tiempos y partes del mundo. Existieron también, errores sustanciales en algunas
de las demostraciones propuestas como solucién al problema isoperimétrico, dicho desde un
punto de vista matematico; sin embargo, se observé una actitud constructiva por parte de los
que retomaron la problemaética. Pues, si bien, los que retomaban el problema sefialaban el error
en algunas de las demostraciones que fueron presentadas por otros matematicos en el pasado
(por ejemplo en las demostraciones Zenodoro, Gergonne, Steiner, etc), continuaban trabajando
en busqueda de una solucién y retomando las buenas conclusiones de los matematicos que les
precedieron.
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Por otro lado, ha contribuido a la resolucién del problema isoperimétrico un cambio de perspec-
tiva. Esto resulta importante, pues una mirada reflexiva sobre la evolucién histérica del problema
isoperimétrico, nos invitaria a plantearnos que, si ya se ha probado por tanto tiempo resolver un
problema por un determinado camino, ;por qué no abordarlo desde otro lugar?

...si se considera que las matematicas son una construccién humana que surge como consecuencia de
la necesidad y curiosidad del hombre por resolver cierta clase de problemas o disposiciones del entorno;
que, asimismo, en la invencién de los objetos matematicos tiene lugar un proceso de negociacién social
y que estos objetos son falibles y sujetos a evolucién, entonces el aprendizaje y la ensefianza debe tener
en cuenta estos procesos. (J. Godino et al. [59]).

2. El avance en los distintos campos de la matemética ha contribuido en la resoluciéon de mdultiples
problemas, en particular, el problema isoperimétrico. Como se observd, con las herramientas del
célculo de variables, del cual no disponia Zenodoro, se resolvi6 el problema de una forma muy
sencilla. Entonces, este es un punto de reflexién y, en alguna medida, de confianza para el futuro.
Pues, muchos de los problemas mateméticos que actualmente no pueden ser resueltos es probable
que més adelante se logren resolver.

Las herramientas materiales, conceptuales y tecnolégicas influyen y condicionan la actividad mate-
matica y por tanto a la Matemadtica misma.

3. En mi propia experiencia, durante la lectura y comprensién de los teoremas explorados de los
diferentes autores, noté que el lenguaje matematico ha ido evolucionando a nuestro favor en
cuanto a la facilitacién de la comunicacién de ideas entre matematicos. La universalizaciéon del
lenguaje matemadtico, ayuda a agilizar la comprension y el crecimiento de la ciencia matematica.

Las matematicas son un lenguaje simbdlico en el que se expresan las situaciones-problemas y las so-
luciones encontradas; ..., como todo lenguaje implica unas reglas de uso que hay que conocer y su apren-
dizaje ocasiona dificultades similares al aprendizaje de otro lenguaje no materno. (J. Godino et al. [59])

4. Otro aspecto a reflexionar sobre la actividad que manifiestan, en lineas generales, los que trabajan
(o trabajaron) con matematica es el hecho de que a pesar de que un problema haya sido resuelto,
si no se logro resolver por un determinado camino por el cual se habia intentado, parece ser una
invitaciéon para muchos a querer hallar la solucién por tal recorrido, o al menos querer entender
por qué no se pudo ir por ese lado. ;Cudles seran los fundamentos de esta actitud, tantas veces
vista a lo largo de la humanidad?

Para llevar a cabo este andlisis se deben operar transformaciones geométricas sobre las figuras, pero
solo a finales del siglo XIX estas transformaciones, su potencia, su necesidad, se revelaron completamente
a los ojos de los matemaéticos; por milenios dominé la rigidez de los Elementos de Euclides; incluso
este retardo en la introduccién-aceptacion es una obvia sefial de obstaculo epistemoldgico. (D’Amore y
Fandino Pinilla [57]).

Dimensién epistemolégica

5. Por ultimo, las TIC son herramientas con alto potencial matemético que pueden ser usadas a
nuestro favor. Estoy seguro de que lo que para Zenodoro representé una gran dificultad, y lo
llev6 a conclusiones equivocadas, no le hubiera pasado si hubiese sabido utilizar GeoGebra, por
ejemplo. Y como se menciond anteriormente, las intuiciones que se ponen en juego a la hora del
trabajo con la geometria euclidiana son muy fuertes, pero a veces equivocadas. Es por eso que el
buen uso de las TIC puede representar en nuestro trabajo exploratorio matematico una potente
herramienta que complementa otros métodos de la matematica.

Lo que queremos resaltar es que las TIC no solo podrian ser usadas para ahorrar tiempo. jHay mu-
cha matematica valiosa que podria abordarse solo si contamos con tecnologia! Si, s6lo si contamos con
tecnologia. (Rodriguez [55]).

A modo de cierre, siendo el objetivo general de la asignatura “Epistemologia e Historia de la Matema-
tica” realizar un andlisis sobre aspectos relevantes de la epistemologia de la matematica que se proyectan
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en la problemaética didéctica con el fin de proporcionar a los-las estudiantes, futuros profesores de mate-
matica, herramientas para la comprensién de los condicionamientos histérico-sociales del conocimiento
cientifico y sus consecuencias en lo educativo, la eleccién de la modalidad “Monografia” no es capricho-
sa.

En la elaboracién del trabajo monogréfico se consulta bibliografia que debe justificarse pertinente,
aparecen conceptos, demostraciones y procedimientos matemédticos que requieren fundamentacién y
se presentan numerosas oportunidades de discutir entre pares y con la docente acerca de las teméticas
generales de la Matemadtica y particulares de cada uno de los temas elegidos. Se trata de una produccién
individual, aunque andamiada y colaborativa, con perspectiva al futuro desempeiio como docentes.

Pero, asi como en las materias de didactica de la matematica el foco estd puesto en la ensefianza, en
esta materia el foco estd puesto en la matematica pero desde una mirada humanizada y humanizante,
que deje lugar a la actividad y a la creatividad. Como sefialamos al principio, es fundamental que los es-
tudiantes cuenten con la madurez necesaria para abordar cuestiones epistemolégicas en que reflexionen,
cuestionen y comprendan los temas que se abordan y entiendan la matemdtica como una ciencia activa
en desarrollo que no estd libre de polémicas al interior de la comunidad de matematicos ya sean mds
histéricas como las controversias entre las escuelas logicista, formalista y constructivista o las actuales
como matemadtica pura o aplicada, el uso de tecnologias para la demostracién, etc.
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RESUMEN. La teoria de conjuntos es un pilar fundamental de las matematicas y su en-
seflanza requiere una comprension de las bases matematicas y estrategias didécticas
adecuadas. Los primeros axiomas, como el de extensionalidad, el del conjunto vacio,
el de especificacién, el de par, el de unién y el del conjunto potencia, establecen las re-
glas fundamentales para la construccién y manipulacién de conjuntos. Expresar estos
axiomas en lenguaje simbdlico proporciona claridad y precisién, y su traduccién al len-
guaje coloquial facilita la comprensién por parte de los estudiantes. A partir de estos
axiomas, se pueden obtener deducciones y resultados importantes, como el concepto
de funcién. La ensefianza de la teoria de conjuntos requiere considerar tanto los aspec-
tos matematicos como los didécticos, adaptando el contenido a las necesidades de los
estudiantes. En el contexto del sistema educativo argentino, la teoria de conjuntos tie-
ne una importancia destacada y se incluye en la formacién docente de matematica. El
objetivo de este trabajo final es desarrollar herramientas précticas para facilitar la ense-
flanza y el aprendizaje de la teorfa de conjuntos, contribuyendo asi a mejorar la calidad
de la educacién matemaética en el aula.

1. INTRODUCCION

1.1 Generalidades

a teorfa de conjuntos es un pilar fundamental de las matematicas, que proporciona un marco concep-
tual s6lido para comprender y analizar las relaciones entre los objetos matematicos. Desde su desarrollo
inicial a principios del siglo XX, la teorfa de conjuntos ha evolucionado y se ha convertido en una disci-
plina central en el curriculo de matemaéticas, tanto a nivel teérico como aplicado.

La ensenanza de la teorfa de conjuntos no solo implica transmitir conocimientos sobre sus fundamen-
tos y técnicas, sino también abordar aspectos didacticos que faciliten su comprensién y aplicacion por
parte de los estudiantes. Es esencial que los educadores comprendan tanto las bases matematicas como
las estrategias pedagdgicas para presentar la teorfa de conjuntos de manera accesible y significativa.

Desde una perspectiva matematica, la teoria de conjuntos se basa en un conjunto de axiomas que esta-
blecen las reglas fundamentales para la construccién y manipulacién de conjuntos. Estos axiomas, como
los formulados en la teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC), proporcionan una base coherente y
consistente para desarrollar argumentos l6gicos y razonamientos rigurosos en el contexto de conjuntos.
Comprender estas bases matemadticas es crucial para los educadores, ya que les permite transmitir los
conceptos esenciales de la teoria de conjuntos de manera precisa y clara.

Sin embargo, la ensefianza de la teoria de conjuntos va mds alla de la mera exposicién de los con-
ceptos matemdticos. Es importante tener en cuenta las consideraciones didacticas para garantizar un
aprendizaje efectivo. Esto implica seleccionar estrategias de ensefianza apropiadas, disefiar actividades
y ejemplos que fomenten la comprension activa y reflexiva, y adaptar el contenido a las necesidades y
nivel de desarrollo de los estudiantes.

1.2 Importancia en el sistema educativo

En el contexto del sistema educativo argentino, la importancia de la teoria de conjuntos se ve resal-
tada, sobre todo en la formacién docente de matemaética. El curriculo educativo en Argentina insiste en
la inclusién de estos temas, reconociendo su relevancia para el desarrollo del pensamiento 16gico y la
comprensién de conceptos matematicos fundamentales.
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1.3 Propdsito de este trabajo

Este articulo representa un avance de un traba jo final para completar la carrera de profesorado de
matematica, donde se busca abordar el desafio de presentar el material especifico de teoria de conjuntos
de manera efectiva en el salén de clases. El objetivo principal de este proyecto es desarrollar un texto
que faciliten la ensefianza y el aprendizaje de la teorfa de conjuntos, adaptdndola a las necesidades y
nivel de desarrollo de los estudiantes. El objetivo final es contribuir al cuerpo de conocimientos y ofrecer
herramientas précticas a los educadores para abordar la ensefianza de la teoria de conjuntos de manera
mas efectiva y significativa.

2. REQUISITOS PREVIOS

Conocimientos basicos de matemadticas, incluyendo operaciones aritméticas,dlgebra elemental, ma-
nipulacién de expresiones simbdlicas y resoluciéon de ecuaciones simples. Entendimiento bésico de la
légica proposicional y el razonamiento deductivo. Conceptos bdsicos de conjuntos, como pertenencia,
inclusion, interseccion, unién y diferencia. Conceptos de demostracion matemaética: la comprensién de
conceptos como demostraciones directas, demostraciones por contradiccién y demostraciones por casos.

3. DESARROLLO

El trabajo final sobre la ensefianza de la teorfa de conjuntos consta de tres partes principales que abor-
dan diferentes aspectos de esta disciplina matemadtica. A continuacién, se describen brevemente cada
una de estas partes:

Historia de la teoria de conjuntos: En esta parte, se realiza un recorrido histérico de la teoria de con-
juntos, destacando los hitos y desarrollos importantes a lo largo del tiempo. Se pueden abordar temas
como los primeros conceptos de conjunto, las paradojas que surgieron en el siglo XIX, la formulacién de
los primeros axiomas por Ernst Zermelo y Abraham Fraenkel, y los avances posteriores en la teoria de
conjuntos en el siglo XX y XXI. Explorar la historia de la teoria de conjuntos proporciona un contexto y
una perspectiva mas amplia para comprender su evolucién y su importancia en las matematicas.

Primeros axiomas de la teoria de conjuntos: Esta parte se enfoca en los primeros axiomas fundamen-
tales de la teorfa de conjuntos, como el axioma del conjunto vacio, el axioma de extensién, el axioma
de especificacion, el axioma de par y el axioma de unién. Se explican en detalle cada uno de estos axio-
mas, su significado y sus implicaciones. Ademads, se puede abordar la importancia de estos axiomas en
la construccién y manipulacién de conjuntos, asi como su papel en la formulacién de otros resultados y
teoremas en la teorfa de conjuntos.

Axiomas del infinito y de sustitucién: En esta parte, se exploran los axiomas del infinito y de susti-
tucién, que son dos axiomas adicionales que se afiaden a los primeros axiomas basicos. El axioma del
infinito establece la existencia de un conjunto infinito, mientras que el axioma de sustitucién permite
construir conjuntos a través de funciones aplicadas a conjuntos existentes. Estos axiomas amplian la ca-
pacidad de la teoria de conjuntos y permiten abordar conceptos y resultados mas avanzados, como la
construccién de nameros cardinales y ordinales, entre otros.

Cada una de estas partes del trabajo final aborda aspectos clave de la teoria de conjuntos y su en-
seflanza, proporcionando una comprensién mds completa de los fundamentos teéricos y su aplicacion
pedagodgica. Al explorar la historia, los primeros axiomas y los axiomas adicionales, se logra una visién
panordmica de esta disciplina matemaética y se sienta una base sélida para la ensefianza efectiva de la
teoria de conjuntos en el aula.

A modo de ejemplo comentaremos brevemente dos de esas partes.

3.1 Breve recorrido histérico

Comenzaremos con un breve recorrido histérico de la teorfa de conjuntos, destacando los problemas
que tuvieron que resolver a lo largo de su desarrollo para concientizar a los lectores sobre la necesidad
de la formalizacién. Ver por ejemplo C. Boyer y Pérez [60].

Siglo XIX: El concepto intuitivo de conjunto ha estado presente en las matematicas desde tiempos an-
tiguos, pero fue en el siglo XIX cuando la teoria de conjuntos comenzé a tomar forma. Augustin-
Louis Cauchy y Georg Cantor, entre otros matemaéticos, realizaron contribuciones importantes al
estudio de los conjuntos y las colecciones de objetos matematicos.
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Finales del siglo XIX: A medida que la teoria de conjuntos se desarrollaba, surgieron paradojas y con-
tradicciones. El problema més famoso fue la Paradoja de Russell, formulada por Bertrand Russell
en 1901. Esta paradoja sefial6 una aparente contradiccién en el conjunto de todos los conjuntos que
no se contienen a si mismos. Estas paradojas plantearon la necesidad de establecer fundamentos
l6gicos mas rigurosos para la teoria de conjuntos.

Primeras décadas del siglo XX: Ernst Zermelo y Abraham Fraenkel fueron dos matemaéticos clave en
la formulacién de un sistema axiomaético sélido para la teoria de conjuntos. En 1908, Zermelo
propuso los primeros axiomas para establecer una base coherente para los conjuntos. Luego, en la
década de 1920, Fraenkel y Zermelo desarrollaron conjuntamente el sistema de axiomas Zermelo-
Fraenkel (ZFC), que se convirti6 en el marco estdndar de la teorfa de conjuntos.

Mediados del siglo XX: Durante este periodo, la teoria de conjuntos se convirtié en una disciplina cen-
tral en las matemaéticas y se utilizaron sus conceptos y técnicas para desarrollar numerosas ramas
de la disciplina. Sin embargo, también surgieron problemas adicionales. Uno de los desafios mas
importantes fue el llamado “problema de la cardinalidad del continuo” propuesto por Cantor, que
trata de determinar si hay algtn conjunto que tenga una cardinalidad estrictamente mayor que
los ntimeros naturales pero menor que los niimeros reales.

Siglo XXI: La teoria de conjuntos sigue siendo un area activa de investigacion matematica. Ademads de
los problemas clasicos, han surgido nuevos desafios, como los estudios sobre conjuntos grandes
y estructuras axiomaticas alternativas, como la teoria de conjuntos constructivista y la teoria de
conjuntos no estandar.

3.2 Primeros axiomas

En nuestro traba jo suponemos que los lectores estdn familiarizados con la l6gica matemética de pri-
mer orden pero si no es el caso tenemos un apéndice basado en el texto de Margaris [61]. El texto base es
Cignoli [62]

Expresar los axiomas en lenguaje simbélico tiene varias ventajas y proporciona claridad, precisiéon y
generalidad en el estudio de la teoria de conjuntos. A continuacién, se explica la importancia de expresar
los axiomas en lenguaje simbdlico, su traduccién al lenguaje coloquial y la ejemplificacién, asi como las
deducciones que se pueden obtener a partir de estos primeros axiomas:

Claridad y precisién: El lenguaje simbolico utilizado en los axiomas permite una expresién precisa de
las ideas matemadticas. Al utilizar simbolos y notaciones formales, se evita la ambigiiedad y se
logra una mayor claridad en las definiciones y enunciados matematicos.

Traduccién al lenguaje coloquial: Para facilitar la comprensién, los axiomas se pueden traducir al len-
guaje coloquial, es decir, al lenguaje cotidiano utilizado en la comunicacién. Esto ayuda a relacio-
nar los conceptos matematicos con situaciones mas familiares, lo que puede facilitar su compren-
sién para aquellos que no estdn familiarizados con el lenguaje simbélico.

Ejemplificacién: Para ilustrar los axiomas, se pueden proporcionar ejemplos concretos que muestren
cémo se aplican los conceptos y las reglas establecidas por los axiomas. Estos ejemplos pueden
ayudar a los estudiantes a visualizar y comprender mejor los conceptos abstractos presentados en
los axiomas.

Generalidad y aplicabilidad: Al expresar los axiomas en lenguaje simbélico, se logra una mayor gene-
ralidad y aplicabilidad. Los axiomas no estdn limitados a situaciones especificas, sino que estable-
cen principios generales que se pueden aplicar en diversos contextos matemadticos. Esto permite
una mayor flexibilidad y extensién del conocimiento matematico.

Deducciones: A partir de los primeros axiomas, se pueden realizar deducciones y demostraciones para
obtener nuevos resultados matematicos. Utilizando reglas 16gicas y los axiomas como premisas, se
pueden construir argumentos que conducen a conclusiones vélidas. Estas deducciones permiten
desarrollar teoremas y resultados mas complejos basados en los axiomas iniciales.

Listaremos los primeros axiomas dando una explicacién breve de su sentido.

Axioma de extensionalidad

VaVy(Vi(t ex > t€y) > x =)

Este axioma es fundamental en la teoria de conjuntos, ya que garantiza que las propiedades de igual-
dad y equivalencia se mantengan en el contexto de conjuntos. Al afirmar que dos conjuntos son iguales
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siy solo si tienen los mismos elementos, el axioma de extensionalidad establece una nocién de igualdad
entre conjuntos basada en la identidad de sus elementos.

Axioma del vacio

JyVx ~ (x € y)

El axioma del vacio es uno de los axiomas basicos en la teoria de conjuntos y establece la existencia de
un conjunto que no contiene elementos. Este conjunto vacio juega un papel importante en el desarrollo
de la teorfa de conjuntos, ya que sirve como punto de partida para la construccién de otros conjuntos y
operaciones con conjuntos. Ademds, el axioma del vacio proporciona una base sélida para la formulacién
de otros axiomas y principios en la teoria de conjuntos.

Con estos dos axiomas obtenemos algunas conclusiones en base a la deduccién. En particular mos-
tramos que el vacio es tinico. También agregamos ejemplos explicativos.

Axioma (esquema) de especificacion

Si ¢ es una férmula cualquiera de la teoria de conjuntos, con la variable libre ¢, entonces el siguiente
enunciado es un axioma:

Vxdy(Vt(texNo(t) < tey)

El axioma de especificacién permite definir subconjuntos basados en una condicién o propiedad de-
terminada. Es esencial en la construccion de conjuntos mas complejos y en la formulacién de teoremas y
resultados dentro de la teoria de conjuntos. Proporciona una herramienta poderosa para la construccién
de conjuntos mas especializados y restringidos a través de la especificacién de condiciones especificas.

Axioma de par

VaVy3dz(Vi(t=xVi=y) >t € z)

En otras palabras, el axioma de par asegura la existencia de un conjunto que contiene los elementos

"o "o 7
x"e"y”.

Este axioma es fundamental en la teorfa de conjuntos, ya que proporciona una base para la construc-
cién de conjuntos mds complejos y para el desarrollo de operaciones y estructuras mas avanzadas en la
teorfa de conjuntos.

En este punto, ya nos es relativamente facil mostrar que existen conjuntos con una cantidad finita

cualquiera de elementos.

Axioma de unién

Vzax (Vit(Jy(y € zAt€y)) >t E€x)

El axioma de unién permite construir un conjunto que contiene todos los elementos de los conjuntos
que forman parte de otro conjunto. Este axioma es fundamental en la teoria de conjuntos, ya que facilita
la formacién de conjuntos mds grandes y la combinacién de elementos de conjuntos mds pequefios.
Ademas, el axioma de unién se utiliza en numerosas demostraciones y construcciones en el campo de la
teorfa de conjuntos.

Axioma del conjunto potencia

Vxdy (Vi(t Cx > tE€y))

El axioma del conjunto potencia es fundamental en la teoria de conjuntos, ya que proporciona una
herramienta poderosa para construir conjuntos mds complejos y analizar la estructura de los conjuntos.
Ademas, el conjunto potencia tiene aplicaciones en diversos campos de las matemaéticas, como la teoria
de conjuntos, la teoria de graficos, la topologia y la teoria de la medida.

A partir del axioma del conjunto potencia, se pueden obtener varias deducciones y resultados. Por
ejemplo, se puede demostrar que el conjunto vacio es un subconjunto de cualquier conjunto dado, y que
el conjunto potencia de un conjunto finito con n elementos tiene 2" elementos. Ademds, el axioma del
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conjunto potencia se utiliza en la formulacién de otros axiomas y principios en la teoria de conjuntos,
permitiendo construir estructuras mas complejas y desarrollar resultados mas avanzados.

Con los primeros axiomas de la teorfa de conjuntos, incluyendo el axioma del conjunto potencia, el
axioma de unién, el axioma de par, el axioma de especificacién y otros axiomas que se pueden derivar de
ellos, es posible llegar a resultados muy importantes, incluyendo el concepto fundamental de funcién.

La nocién de funcién es esencial en las matematicas y juega un papel fundamental en diversas ra-
mas de la disciplina. Una funcién es una relacién que asigna a cada elemento de un conjunto, llamado
dominio, un tnico elemento de otro conjunto, llamado codominio. Es una herramienta poderosa para
describir y analizar las relaciones entre diferentes conjuntos.

Usando los axiomas mencionados, podemos construir y estudiar funciones de manera rigurosa. Por
ejemplo, podemos definir una funcién f que toma un elemento x del dominio y lo asigna a un tnico
elemento y del codominio. Podemos establecer propiedades como la inyectividad (cada elemento del
dominio se asigna a un tinico elemento del codominio), la sobreyectividad (cada elemento del codominio
tiene al menos un elemento del dominio que lo asigna) y la biyectividad (una funcién que es al mismo
tiempo inyectiva y sobreyectiva).

Ademas, los axiomas permiten estudiar las propiedades de las funciones, como la composicién de
funciones, las funciones inversas y la imagen directa e inversa de conjuntos bajo una funcién. Estos con-
ceptos son fundamentales en el anélisis, el dlgebra, la geometria y muchas otras dreas de las matematicas.

Es importante destacar que los axiomas iniciales proporcionan la base para la construccién de concep-
tos mds avanzados en la teorfa de conjuntos y en matematicas en general. A partir de estos axiomas, se
pueden desarrollar teoremas y resultados maés sofisticados, que permiten profundizar en el estudio de
funciones y su aplicabilidad en diversos contextos matematicos.
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REesuMEN. Luego de recabar datos de varios afios, sin incluir el afio de pandemia y el
pos pandémico, decidimos que necesitamos incorporar nuevas estrategias para opti-
mizar competencias y espacios para resolucion de problemas en los diferentes niveles
de participantes. Las pensamos, abordamos y se concretaron dos acciones conjuntas:
una el convenio con el Instituto Superior del Profesorado de Salta, contando con la par-
ticipacién activa de diez futuros docentes y por otro lado con el dictado de Talleres
de Geometria y Combinatoria con la Universidad Nacional de Salta. Contamos con el
apoyo del Ministerio de Educacién de la Provincia de Salta y en relacién a aulas para
entrenamiento de escuelas publicas con la EET 3138 Alberto Einstein” . Los diferen-
tes niveles educativos y espacios diversos posibilitaron que en el 2023 se apoye a los
estudiantes que sienten el interés y desean aprender atin més sobre Matematica.

1. DESARROLLO

La Olimpiada Matemdtica Argentina presenta, en la actualidad, seis certdmenes diferentes: Olimpia-
da Internacional Canguro, Olimpiada Matematica Nandd (orientado a primaria), Olimpiada Matema-
tica OMA (orientado a secundaria), Certamen de Literatura y Matematica (este certamen estd destinado
a estudiantes de primaria y secundaria que ademds disfruten del placer de escribir), Mateclubes (prima-
ria y secundaria donde los estudiantes participan en grupos de dos o tres estudiantes del mismo grado o
curso y no necesariamente del mismo colegio), y los Torneos de Geometria (primaria y secundaria con
certdimenes independientes). Este dltimo tuvo muy buena acogida por estudiantes de nivel secundario
en Salta y nos permitié trabajar con contenidos que se encuentran en los NAPs de la provincia de una
manera integrada.

A través del convenio con el Instituto Superior del Profesorado logramos ampliar la posibilidad de
brindar problemas para resolucién con un enfoque diferente a mas de cien estudiantes brindando un
espacio de aprendizaje y ensefianza de la matematica de diferentes tematicas.

Dentro de los talleres seleccionados para su realizacién en el marco de la Universidad Nacional de
Salta, con docentes destacados en ambas materias, tuvimos un abordaje de la ensefianza y aprendizaje
de la matemética desde una diferentes mirada que fue muy bien recibida por los diferentes estudiantes
del medio.

Esta integracién de miradas y estrategias diversas logra que un estudiante que participa de la Olim-
piada Matematica Argentina, tenga una mirada abarcativa, diferente y sobre todo con marcada diferencia
en cuanto al resto de los estudiantes.

Estamos seguros que los conceptos trabajados convergerdn en una mejora en relacién al desempefio
dentro de las evaluaciones de calidad de la Provincia de Salta para este afio.

Los estudiantes participantes de talleres llegan no solo de Salta Capital sino de diferentes puntos de
la provincia unificando el concepto de que el aprendizaje y ensefianza de la matemdtica une maés alla de
los limites geograficos.

También para los docentes planteamos perfeccionamientos especificos con docentes que son especia-
listas en diferentes tematicas pertenecientes a la divisién educativa de la Olimpiada Matematica Argen-
tina

Con todo esto es un placer invitar a los docentes a ser parte de esta gran propuesta en pos de un logro
conjunto de mejora en la ensefianza-aprendizaje de Matemadtica en la provincia de Salta.
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ResUMEN. Este trabajo explora el concepto de registros en geometria, entendidos como
diferentes formas de representar y comunicar conceptos geométricos. Estos registros in-
cluyen lingtiisticos (uso de lenguaje verbal), gréficos (dibujos y diagramas), simbélicos
(simbolos mateméticos), manipulativos (uso de materiales fisicos) y computacionales
(uso de software). Luego, se destaca la importancia del registro simbélico en la l6gica
y geometria.

El uso del registro simbélico aporta profundidad al concepto, permitiendo abstraccién
y generalizacion. También ofrece rigor y precisién mediante el lenguaje formal y las
reglas logicas. La relacién con la légica es estrecha, ya que el registro simbdlico se basa
en principios l6gicos y fomenta la comprensién de la l6gica y la geometria. La demos-
tracién de un axioma de incidencia se muestra como un ejemplo de cémo el registro
simbolico facilita el razonamiento y la comprensién de los conceptos.

Ademads, se menciona que la 16gica puede abordarse como un juego sintactico, lo que
la hace més accesible y atractiva para principiantes en matematicas. Esta aproximacién
enfatiza en las reglas y estructura, se relaciona con el pensamiento abstracto y permite
una exploracion gradual y experimentacion.

PALABRAS CLAVE — Registros en geometria, Representacion geométrica, Ensefianza de
matematicas, Experimentacion en légica y geometria, Comprension geométrica.

1. INTRODUCCION

1.1 Importancia del trabajo con varios registros

Entenderemos a los registros en geometria como las diferentes formas en que se pueden representar
y comunicar los conceptos y procesos geométricos. Los registros son sistemas semiéticos que permiten
la expresién y el intercambio de ideas geométricas entre los estudiantes, los docentes y los materiales de
ensefianza. Ver Duval [63]

Los registros en la geometria pueden incluir:

Registros lingtiisticos: El uso del lenguaje natural, incluyendo términos, definiciones, proposicio-
nes y argumentos geométricos expresados en palabras.

Registros graficos: El uso de dibujos, diagramas, esquemas y representaciones visuales para ilus-
trar y comunicar ideas geométricas.

Registros simbdlicos: El uso de simbolos matematicos y notacién algebraica para expresar relacio-
nes y propiedades geométricas.

Registros manipulativos: El uso de materiales fisicos, como modelos geométricos, construcciones
con regla y compds, o manipulacién de objetos tridimensionales, para explorar y experimentar
con conceptos geométricos.

Registros computacionales: El uso de software de geometria dindmica, como Geogebra, para vi-
sualizar y manipular objetos geométricos, realizar construcciones interactivas y realizar cdlculos
relacionados con la geometria.

El tratamiento de los registros en los axiomas de incidencia de la geometria euclidiana es importante
porque nos permite comprender y comunicar de manera efectiva los conceptos y propiedades geomé-
tricas. Aqui hay algunas razones clave por las cuales el tratamiento de los registros es relevante en este
contexto:

Claridad y comprensién: Los diferentes registros ofrecen diferentes formas de representar y compren-

der los axiomas de incidencia. Al utilizar registros lingiiisticos, graficos, simbdlicos y manipula-
tivos, podemos abordar los axiomas desde multiples perspectivas, lo que facilita la comprension
de los conceptos geométricos involucrados.
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Comunicacién efectiva: Los registros nos permiten comunicar los axiomas de incidencia de la geome-
tria euclidiana de manera clara y precisa. Cada registro tiene su propio lenguaje y conjunto de
convenciones, lo que permite una comunicacién mas efectiva entre estudiantes, docentes y mate-
riales de ensefianza.

Representacién visual: Los registros graficos y manipulativos, como diagramas, modelos fisicos y cons-
trucciones geométricas, permiten una representacion visual de los axiomas. Esto ayuda a los estu-
diantes a visualizar y comprender mejor las relaciones espaciales y las propiedades geométricas.

Abstraccién y generalizacién: Eluso de registros simbélicos y lingtiisticos, como férmulas matemaéticas
y definiciones formales, permite la abstracciéon y generalizacién de los axiomas de incidencia.
Estos registros nos permiten expresar los axiomas de manera concisa y formal, lo que facilita su
aplicacién en diferentes contextos geométricos.

Flexibilidad y transferencia: Al trabajar con diferentes registros, los estudiantes pueden desarrollar ha-
bilidades de flexibilidad y transferencia conceptual. Pueden aprender a traducir y relacionar los
conceptos geométricos entre diferentes registros, lo que les permite aplicar su conocimiento en
una variedad de situaciones geométricas.

En este trabajo presentaremos breves comentarios sobre el uso de miltiples registros para la ensefianza
de los axiomas de incidencia de la geometria euclidiana, pero enfatizando el registro simbdlico.

2. REQUISITOS PREVIOS

Entendimiento bésico de la 16gica proposicional y el razonamiento deductivo. Conceptos basicos de
Geometria Euclidiana.

3. DESARROLLO

3.1 Comentarios sobre el problema teérico

El conjunto de simbolos propios de la teoria IGE de Incidencia de la Geometria Euclidiana son {=
,PO,R(), (), Tr(),Zx()}. Esto quiere decir que debo escribir esta teoria usando solamente estos sim-
bolos y otros simbolos de la légica. Por costumbre, a las variables se las escribe con letras maytsculas
de imprenta, si se quiere hacer alusién a puntos, con letras mintisculas de imprenta si se quiere hacer
alusion a rectas, y con letras griegas mintsculas si se quiere hacer alusion a planos. P(A) se lee «A es
un punto», R(s), «s es una recta», t(v) «v es un plano», Zx (P, m) «El punto P estd en incidencia con la
recta m» o «m pasa por P» o «P estd en m», etc; y similarmente para Z (P, «). Para acortar la notacién,
un pequefio abuso de notacién permitido es P (A, B, C) lo entendemos por P(A) A P(B) A P(C) y simi-
larmente para R (), 7t(). También escribimos A, B,C € r en cuenta de Zg (A, r) NZr(B,7) NIx(C, 1)y
A,B,C € aen cuentade Z;(A, o) ANZz(B,a) NZ(C, ), siempre que esto no lleve a ambigiiedad. Ver
Margaris [64]

Observacion. La pregunta que puede surgir es ;Cudl es el valor agregado del uso del registros simboélico?
Se puede responder de dos maneras: Primero, tiene una gramatica muy simple (en comparacién a los
lenguajes naturales como el inglés o el espafiol). Segundo, es un problema sintactico, y por lo tanto, los
pasos en una deduccién son solamente manipulaciéon de cadenas.

Para entender mejor el segundo punto en la observacién anterior vamos a considerar lo siguiente:
Si en cuenta de leer P(A) como «A es un punto» se lo leyera como «A es un jugador de futbol», R(s)
como «s es una recta» se lo leyera como «s es un equipo de futbol» , 77(v) se lo leyera como «v es un
plano», I (P, m) «El punto P estd en incidencia con la recta m» o «m pasa por P» o «P estd en m», etc; y
similarmente para Z, (P, «).

3.2 Ejemplo ilustrativo

Consideremos el primer axioma de incidencia segtn la formulacién de Efimov [65]: «Cualesquiera
que sea el punto A y cualesquiera que sea el punto B, existe una recta a que pasa por A y por B».

» Registro lingtiistico: Podemos expresar el axioma utilizando lenguaje verbal, por ejemplo: «Cua-
lesquiera que sea el punto A y cualesquiera que sea el punto B, existe una recta a2 que pasa por A
y por B».

= Registro grafico: Podemos representar el axioma mediante un diagrama que muestra dos puntos
Ay By una linea que los conecta. Ver figura 11.1
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Ficura 11.1

» Registro simbdlico: Podemos usar simbolos matematicos para expresar el axioma, por ejemplo:
VAVB3r(P(A,B) = R(r) NA,B € )
= Registro manipulativo: Podemos utilizar regla y compds para construir fisicamente una linea que
pase por los puntos A y B.
» Registros computacionales: Con el uso de Geogebra, se puede realizar dibujos dindmicos, es decir
que en este caso pudiera cambiarse las posiciones relativas de A y de B y ver el cambio de la linea

que pasa por A y por B. Para mds ejemplos de este recurso puede verse [66].

Es comtn interpretar de la representacién lingtiistica de este axioma que los puntos A y B son distintos.
En esta formulacién de los axiomas de incidencia, no se especifica explicitamente que los puntos A y
B deben ser distintos y, por lo tanto, permite la posibilidad de que A y B sean el mismo punto. Sin
embargo, en el caso de la representacién simbdlica, y con un pequefio auxilio de la 16gica, se despejan las
dudas. Por ejemplo, revisando la siguiente demostracién con el uso del registro simbélico queda claro
una implicacién de este axioma:

Teorema. Si existe un punto, existe una recta: - 3AP(A) — IrR(r)

Demostracion.

1. | JAP(A) as
2. | P(A) cA
3. | VAVBIr(P(A,B) « R(r)AABer) | axl
4. | A(P(AA)«— R(r)NAAET) spec
5. | P(A,A) > R(r) NAA €7 cr
6. | R(r) SC25
7. | IR(r) 3

8. | IrR(r) c5
9. | IR(r) 2
10. | JAP(A) — IrR(r) DT 19

O

En esta demostracién solamente usamos el axioma propio 1, ademds de metateoremas del calculo de
predicados con la igualdad. Una explicacién puede ser la siguiente:

1. Se supone la existencia de un punto A (3A) y se afirma que es un punto (P(A)).

. Se introduce la notacién “cA” para denotar el uso de la regla C.

2

3. Se utiliza el primer axioma de incidencia.

4. Se realiza una instancia de cuantificador universal, reemplazando B por A en el axioma, es decir
especializando el axioma.

AN

recta.

© 0 *® N

Se utiliza nuevamente la regla C pero esta vez en r.
Se utiliza un silogismo o un teorema del calculo de proposiciones (SC) para concluir que r es una
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Se utiliza la introduccién del cuantificador existencial para afirmar que existe una recta r.
Se descarga la regla C aplicada a r.

Se descarga la regla C aplicada a A.

Se aplica el teorema de la deduccién y se concluye.
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