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RESUMEN. La teoria de conjuntos es un pilar fundamental de las matematicas y su en-
seflanza requiere una comprension de las bases matematicas y estrategias didécticas
adecuadas. Los primeros axiomas, como el de extensionalidad, el del conjunto vacio,
el de especificacién, el de par, el de unién y el del conjunto potencia, establecen las re-
glas fundamentales para la construccién y manipulacién de conjuntos. Expresar estos
axiomas en lenguaje simbdlico proporciona claridad y precisién, y su traduccién al len-
guaje coloquial facilita la comprensién por parte de los estudiantes. A partir de estos
axiomas, se pueden obtener deducciones y resultados importantes, como el concepto
de funcién. La ensefianza de la teoria de conjuntos requiere considerar tanto los aspec-
tos matematicos como los didécticos, adaptando el contenido a las necesidades de los
estudiantes. En el contexto del sistema educativo argentino, la teoria de conjuntos tie-
ne una importancia destacada y se incluye en la formacién docente de matematica. El
objetivo de este trabajo final es desarrollar herramientas précticas para facilitar la ense-
flanza y el aprendizaje de la teorfa de conjuntos, contribuyendo asi a mejorar la calidad
de la educacién matemaética en el aula.

1. INTRODUCCION

1.1 Generalidades

a teorfa de conjuntos es un pilar fundamental de las matematicas, que proporciona un marco concep-
tual s6lido para comprender y analizar las relaciones entre los objetos matematicos. Desde su desarrollo
inicial a principios del siglo XX, la teorfa de conjuntos ha evolucionado y se ha convertido en una disci-
plina central en el curriculo de matemaéticas, tanto a nivel teérico como aplicado.

La ensenanza de la teorfa de conjuntos no solo implica transmitir conocimientos sobre sus fundamen-
tos y técnicas, sino también abordar aspectos didacticos que faciliten su comprensién y aplicacion por
parte de los estudiantes. Es esencial que los educadores comprendan tanto las bases matematicas como
las estrategias pedagdgicas para presentar la teorfa de conjuntos de manera accesible y significativa.

Desde una perspectiva matematica, la teoria de conjuntos se basa en un conjunto de axiomas que esta-
blecen las reglas fundamentales para la construccién y manipulacién de conjuntos. Estos axiomas, como
los formulados en la teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC), proporcionan una base coherente y
consistente para desarrollar argumentos l6gicos y razonamientos rigurosos en el contexto de conjuntos.
Comprender estas bases matemadticas es crucial para los educadores, ya que les permite transmitir los
conceptos esenciales de la teoria de conjuntos de manera precisa y clara.

Sin embargo, la ensefianza de la teoria de conjuntos va mds alla de la mera exposicién de los con-
ceptos matemdticos. Es importante tener en cuenta las consideraciones didacticas para garantizar un
aprendizaje efectivo. Esto implica seleccionar estrategias de ensefianza apropiadas, disefiar actividades
y ejemplos que fomenten la comprension activa y reflexiva, y adaptar el contenido a las necesidades y
nivel de desarrollo de los estudiantes.

1.2 Importancia en el sistema educativo

En el contexto del sistema educativo argentino, la importancia de la teoria de conjuntos se ve resal-
tada, sobre todo en la formacién docente de matemaética. El curriculo educativo en Argentina insiste en
la inclusién de estos temas, reconociendo su relevancia para el desarrollo del pensamiento 16gico y la
comprensién de conceptos matematicos fundamentales.
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1.3 Propdsito de este trabajo

Este articulo representa un avance de un traba jo final para completar la carrera de profesorado de
matematica, donde se busca abordar el desafio de presentar el material especifico de teoria de conjuntos
de manera efectiva en el salén de clases. El objetivo principal de este proyecto es desarrollar un texto
que faciliten la ensefianza y el aprendizaje de la teorfa de conjuntos, adaptdndola a las necesidades y
nivel de desarrollo de los estudiantes. El objetivo final es contribuir al cuerpo de conocimientos y ofrecer
herramientas précticas a los educadores para abordar la ensefianza de la teoria de conjuntos de manera
mas efectiva y significativa.

2. REQUISITOS PREVIOS

Conocimientos basicos de matemadticas, incluyendo operaciones aritméticas,dlgebra elemental, ma-
nipulacién de expresiones simbdlicas y resoluciéon de ecuaciones simples. Entendimiento bésico de la
légica proposicional y el razonamiento deductivo. Conceptos bdsicos de conjuntos, como pertenencia,
inclusion, interseccion, unién y diferencia. Conceptos de demostracion matemaética: la comprensién de
conceptos como demostraciones directas, demostraciones por contradiccién y demostraciones por casos.

3. DESARROLLO

El trabajo final sobre la ensefianza de la teorfa de conjuntos consta de tres partes principales que abor-
dan diferentes aspectos de esta disciplina matemadtica. A continuacién, se describen brevemente cada
una de estas partes:

Historia de la teoria de conjuntos: En esta parte, se realiza un recorrido histérico de la teoria de con-
juntos, destacando los hitos y desarrollos importantes a lo largo del tiempo. Se pueden abordar temas
como los primeros conceptos de conjunto, las paradojas que surgieron en el siglo XIX, la formulacién de
los primeros axiomas por Ernst Zermelo y Abraham Fraenkel, y los avances posteriores en la teoria de
conjuntos en el siglo XX y XXI. Explorar la historia de la teoria de conjuntos proporciona un contexto y
una perspectiva mas amplia para comprender su evolucién y su importancia en las matematicas.

Primeros axiomas de la teoria de conjuntos: Esta parte se enfoca en los primeros axiomas fundamen-
tales de la teorfa de conjuntos, como el axioma del conjunto vacio, el axioma de extensién, el axioma
de especificacion, el axioma de par y el axioma de unién. Se explican en detalle cada uno de estos axio-
mas, su significado y sus implicaciones. Ademads, se puede abordar la importancia de estos axiomas en
la construccién y manipulacién de conjuntos, asi como su papel en la formulacién de otros resultados y
teoremas en la teorfa de conjuntos.

Axiomas del infinito y de sustitucién: En esta parte, se exploran los axiomas del infinito y de susti-
tucién, que son dos axiomas adicionales que se afiaden a los primeros axiomas basicos. El axioma del
infinito establece la existencia de un conjunto infinito, mientras que el axioma de sustitucién permite
construir conjuntos a través de funciones aplicadas a conjuntos existentes. Estos axiomas amplian la ca-
pacidad de la teoria de conjuntos y permiten abordar conceptos y resultados mas avanzados, como la
construccién de nameros cardinales y ordinales, entre otros.

Cada una de estas partes del trabajo final aborda aspectos clave de la teoria de conjuntos y su en-
seflanza, proporcionando una comprensién mds completa de los fundamentos teéricos y su aplicacion
pedagodgica. Al explorar la historia, los primeros axiomas y los axiomas adicionales, se logra una visién
panordmica de esta disciplina matemaética y se sienta una base sélida para la ensefianza efectiva de la
teoria de conjuntos en el aula.

A modo de ejemplo comentaremos brevemente dos de esas partes.

3.1 Breve recorrido histérico

Comenzaremos con un breve recorrido histérico de la teorfa de conjuntos, destacando los problemas
que tuvieron que resolver a lo largo de su desarrollo para concientizar a los lectores sobre la necesidad
de la formalizacién. Ver por ejemplo C. Boyer y Pérez [60].

Siglo XIX: El concepto intuitivo de conjunto ha estado presente en las matematicas desde tiempos an-
tiguos, pero fue en el siglo XIX cuando la teoria de conjuntos comenzé a tomar forma. Augustin-
Louis Cauchy y Georg Cantor, entre otros matemaéticos, realizaron contribuciones importantes al
estudio de los conjuntos y las colecciones de objetos matematicos.
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Finales del siglo XIX: A medida que la teoria de conjuntos se desarrollaba, surgieron paradojas y con-
tradicciones. El problema més famoso fue la Paradoja de Russell, formulada por Bertrand Russell
en 1901. Esta paradoja sefial6 una aparente contradiccién en el conjunto de todos los conjuntos que
no se contienen a si mismos. Estas paradojas plantearon la necesidad de establecer fundamentos
l6gicos mas rigurosos para la teoria de conjuntos.

Primeras décadas del siglo XX: Ernst Zermelo y Abraham Fraenkel fueron dos matemaéticos clave en
la formulacién de un sistema axiomaético sélido para la teoria de conjuntos. En 1908, Zermelo
propuso los primeros axiomas para establecer una base coherente para los conjuntos. Luego, en la
década de 1920, Fraenkel y Zermelo desarrollaron conjuntamente el sistema de axiomas Zermelo-
Fraenkel (ZFC), que se convirti6 en el marco estdndar de la teorfa de conjuntos.

Mediados del siglo XX: Durante este periodo, la teoria de conjuntos se convirtié en una disciplina cen-
tral en las matemaéticas y se utilizaron sus conceptos y técnicas para desarrollar numerosas ramas
de la disciplina. Sin embargo, también surgieron problemas adicionales. Uno de los desafios mas
importantes fue el llamado “problema de la cardinalidad del continuo” propuesto por Cantor, que
trata de determinar si hay algtn conjunto que tenga una cardinalidad estrictamente mayor que
los ntimeros naturales pero menor que los niimeros reales.

Siglo XXI: La teoria de conjuntos sigue siendo un area activa de investigacion matematica. Ademads de
los problemas clasicos, han surgido nuevos desafios, como los estudios sobre conjuntos grandes
y estructuras axiomaticas alternativas, como la teoria de conjuntos constructivista y la teoria de
conjuntos no estandar.

3.2 Primeros axiomas

En nuestro traba jo suponemos que los lectores estdn familiarizados con la l6gica matemética de pri-
mer orden pero si no es el caso tenemos un apéndice basado en el texto de Margaris [61]. El texto base es
Cignoli [62]

Expresar los axiomas en lenguaje simbélico tiene varias ventajas y proporciona claridad, precisiéon y
generalidad en el estudio de la teoria de conjuntos. A continuacién, se explica la importancia de expresar
los axiomas en lenguaje simbdlico, su traduccién al lenguaje coloquial y la ejemplificacién, asi como las
deducciones que se pueden obtener a partir de estos primeros axiomas:

Claridad y precisién: El lenguaje simbolico utilizado en los axiomas permite una expresién precisa de
las ideas matemadticas. Al utilizar simbolos y notaciones formales, se evita la ambigiiedad y se
logra una mayor claridad en las definiciones y enunciados matematicos.

Traduccién al lenguaje coloquial: Para facilitar la comprensién, los axiomas se pueden traducir al len-
guaje coloquial, es decir, al lenguaje cotidiano utilizado en la comunicacién. Esto ayuda a relacio-
nar los conceptos matematicos con situaciones mas familiares, lo que puede facilitar su compren-
sién para aquellos que no estdn familiarizados con el lenguaje simbélico.

Ejemplificacién: Para ilustrar los axiomas, se pueden proporcionar ejemplos concretos que muestren
cémo se aplican los conceptos y las reglas establecidas por los axiomas. Estos ejemplos pueden
ayudar a los estudiantes a visualizar y comprender mejor los conceptos abstractos presentados en
los axiomas.

Generalidad y aplicabilidad: Al expresar los axiomas en lenguaje simbélico, se logra una mayor gene-
ralidad y aplicabilidad. Los axiomas no estdn limitados a situaciones especificas, sino que estable-
cen principios generales que se pueden aplicar en diversos contextos matemadticos. Esto permite
una mayor flexibilidad y extensién del conocimiento matematico.

Deducciones: A partir de los primeros axiomas, se pueden realizar deducciones y demostraciones para
obtener nuevos resultados matematicos. Utilizando reglas 16gicas y los axiomas como premisas, se
pueden construir argumentos que conducen a conclusiones vélidas. Estas deducciones permiten
desarrollar teoremas y resultados mas complejos basados en los axiomas iniciales.

Listaremos los primeros axiomas dando una explicacién breve de su sentido.

Axioma de extensionalidad

VaVy(Vi(t ex > t€y) > x =)

Este axioma es fundamental en la teoria de conjuntos, ya que garantiza que las propiedades de igual-
dad y equivalencia se mantengan en el contexto de conjuntos. Al afirmar que dos conjuntos son iguales
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siy solo si tienen los mismos elementos, el axioma de extensionalidad establece una nocién de igualdad
entre conjuntos basada en la identidad de sus elementos.

Axioma del vacio

JyVx ~ (x € y)

El axioma del vacio es uno de los axiomas basicos en la teoria de conjuntos y establece la existencia de
un conjunto que no contiene elementos. Este conjunto vacio juega un papel importante en el desarrollo
de la teorfa de conjuntos, ya que sirve como punto de partida para la construccién de otros conjuntos y
operaciones con conjuntos. Ademds, el axioma del vacio proporciona una base sélida para la formulacién
de otros axiomas y principios en la teoria de conjuntos.

Con estos dos axiomas obtenemos algunas conclusiones en base a la deduccién. En particular mos-
tramos que el vacio es tinico. También agregamos ejemplos explicativos.

Axioma (esquema) de especificacion

Si ¢ es una férmula cualquiera de la teoria de conjuntos, con la variable libre ¢, entonces el siguiente
enunciado es un axioma:

Vxdy(Vt(texNo(t) < tey)

El axioma de especificacién permite definir subconjuntos basados en una condicién o propiedad de-
terminada. Es esencial en la construccion de conjuntos mas complejos y en la formulacién de teoremas y
resultados dentro de la teoria de conjuntos. Proporciona una herramienta poderosa para la construccién
de conjuntos mas especializados y restringidos a través de la especificacién de condiciones especificas.

Axioma de par

VaVy3dz(Vi(t=xVi=y) >t € z)

En otras palabras, el axioma de par asegura la existencia de un conjunto que contiene los elementos

"o "o 7
x"e"y”.

Este axioma es fundamental en la teorfa de conjuntos, ya que proporciona una base para la construc-
cién de conjuntos mds complejos y para el desarrollo de operaciones y estructuras mas avanzadas en la
teorfa de conjuntos.

En este punto, ya nos es relativamente facil mostrar que existen conjuntos con una cantidad finita

cualquiera de elementos.

Axioma de unién

Vzax (Vit(Jy(y € zAt€y)) >t E€x)

El axioma de unién permite construir un conjunto que contiene todos los elementos de los conjuntos
que forman parte de otro conjunto. Este axioma es fundamental en la teoria de conjuntos, ya que facilita
la formacién de conjuntos mds grandes y la combinacién de elementos de conjuntos mds pequefios.
Ademas, el axioma de unién se utiliza en numerosas demostraciones y construcciones en el campo de la
teorfa de conjuntos.

Axioma del conjunto potencia

Vxdy (Vi(t Cx > tE€y))

El axioma del conjunto potencia es fundamental en la teoria de conjuntos, ya que proporciona una
herramienta poderosa para construir conjuntos mds complejos y analizar la estructura de los conjuntos.
Ademas, el conjunto potencia tiene aplicaciones en diversos campos de las matemaéticas, como la teoria
de conjuntos, la teoria de graficos, la topologia y la teoria de la medida.

A partir del axioma del conjunto potencia, se pueden obtener varias deducciones y resultados. Por
ejemplo, se puede demostrar que el conjunto vacio es un subconjunto de cualquier conjunto dado, y que
el conjunto potencia de un conjunto finito con n elementos tiene 2" elementos. Ademds, el axioma del
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conjunto potencia se utiliza en la formulacién de otros axiomas y principios en la teoria de conjuntos,
permitiendo construir estructuras mas complejas y desarrollar resultados mas avanzados.

Con los primeros axiomas de la teorfa de conjuntos, incluyendo el axioma del conjunto potencia, el
axioma de unién, el axioma de par, el axioma de especificacién y otros axiomas que se pueden derivar de
ellos, es posible llegar a resultados muy importantes, incluyendo el concepto fundamental de funcién.

La nocién de funcién es esencial en las matematicas y juega un papel fundamental en diversas ra-
mas de la disciplina. Una funcién es una relacién que asigna a cada elemento de un conjunto, llamado
dominio, un tnico elemento de otro conjunto, llamado codominio. Es una herramienta poderosa para
describir y analizar las relaciones entre diferentes conjuntos.

Usando los axiomas mencionados, podemos construir y estudiar funciones de manera rigurosa. Por
ejemplo, podemos definir una funcién f que toma un elemento x del dominio y lo asigna a un tnico
elemento y del codominio. Podemos establecer propiedades como la inyectividad (cada elemento del
dominio se asigna a un tinico elemento del codominio), la sobreyectividad (cada elemento del codominio
tiene al menos un elemento del dominio que lo asigna) y la biyectividad (una funcién que es al mismo
tiempo inyectiva y sobreyectiva).

Ademas, los axiomas permiten estudiar las propiedades de las funciones, como la composicién de
funciones, las funciones inversas y la imagen directa e inversa de conjuntos bajo una funcién. Estos con-
ceptos son fundamentales en el anélisis, el dlgebra, la geometria y muchas otras dreas de las matematicas.

Es importante destacar que los axiomas iniciales proporcionan la base para la construccién de concep-
tos mds avanzados en la teorfa de conjuntos y en matematicas en general. A partir de estos axiomas, se
pueden desarrollar teoremas y resultados maés sofisticados, que permiten profundizar en el estudio de
funciones y su aplicabilidad en diversos contextos matematicos.
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