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ReEsuMEN. Numerosos planes de estudio de la carrera Profesorado en Matematica in-
cluyen una materia de “Epistemologfa e Historia de la Matematica” con la finalidad de
animar a que los futuros profesores reflexionen, analicen y conozcan el proceso de cons-
truccién del conocimiento matematico, asi como también profundicen en los aspectos
culturales y epistemoldgicos de la disciplina. En la sede Bariloche de la Universidad
Nacional del Comahue intentamos lograr en los-las estudiantes una visién integradora
de los temas de Matemaética que a lo largo de la carrera han visto en distintas materias y
desde distintos abordajes. La evaluacién monografica como cierre de la materia, ha re-
sultado una herramienta valiosa como oportunidad para que los alumnos profundicen
un tema de Matematica o de la historia de la Matematica que les interese especialmen-
te, claramente delimitado y desarrollado de forma 16gica, recurriendo a la investiga-
cién bibliogréfica. En esta comunicacién, presentamos un resumen de la monografia
“El problema isoperimétrico”, afiadiendo comentarios referidos a los contenidos trabaja-
dos en la cursada. En la elaboracién del trabajo monografico se presentan numerosas
oportunidades de discutir entre pares y con la docente acerca de las teméticas genera-
les de la Matematica y particulares de cada uno de los temas elegidos. Se trata de una
produccién andamiada y colaborativa, con perspectiva al futuro desempefio de los-las
estudiantes como docentes.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, encontramos que los planes de estudio de la carrera Profesorado en Matematica in-
cluyen una materia de “Epistemologia e Historia de la Matematica” con la finalidad de animar a que los
futuros profesores reflexionen, analicen y conozcan el proceso de construccién del conocimiento mate-
matico, asi como también profundicen en los aspectos culturales y epistemolégicos de la disciplina.

En la sede B. de la U. N. intentamos lograr en los/las estudiantes una visién integradora de los temas
de Matematica que a lo largo de la carrera han visto en distintas materias y desde distintos abordajes,
teniendo en cuenta que después de 4 afios de formacién tienen una mirada m“as cercana a la mirada
experta por lo cual pueden resignificar sus aprendizajes y proyectarse en su futuro desempefio como
profesores. Los/las estudiantes revisan entonces su propia experiencia y algunos conceptos e ideas ma-
tematicas son contextualizadas desde un punto de vista histérico y cultural.

La evaluacién monogréafica como cierre de la materia, ha resultado una herramienta valiosa como
oportunidad para que los alumnos profundicen un tema de Matematica o de la historia de la Matematica
que les interese especialmente, claramente delimitado y desarrollado de forma légica, recurriendo a la
investigacion bibliografica.

En esta comunicacién, presentamos un resumen de la monografia (producto final) “El problema iso-
perimétrico” del estudiante A. V. N., afladiendo comentarios referidos a los contenidos trabajados en la
cursada y a modo de cierre evaluamos la dindmica del proceso de su elaboracién, mostrando el dié-
logo docente-alumno en cuanto a sugerencias bibliograficas, adecuacién y retroalimentacién, asi como
también algunas valoraciones sobre el aprendizaje que representa este modo de trabajo.

2. DESARROLLO

En primer lugar, cabe mencionar que etimoldgicamente «isoperimetria» significa literalmente “con
igual perimetro”. En Matemadtica, la isoperimetria es el estudio general de las figuras geométricas planas
que tienen contornos iguales y su relacién con el drea que encierran
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De manera explicita se prioriza desde la cdtedra un acercamiento histérico y epistemoldgico a los
temas, siendo que los problemas diddacticos y cognitivos que la relacién entre perimetro y 4rea de figuras
puede suscitar escapan al alcance de la materia (si bien forman parte de los procesos de discusién). Es ast
que, a quienes quieran profundizar en estos aspectos recomendamos el articulo de D’Amore y Fandifio
Pinilla [57], “Relaciones entre drea y perimetro: convicciones de maestros y de estudiantes” .

A continuacién se hace un relato “a dos voces” en que la primera corresponde a extractos de la mo-
nografia del estudiante y la segunda contiene comentarios relacionados con los contenidos histéricos y
epistemoldgicos trabajados durante la cursada.

2.1 Introduccién a la monografia

Todas las personas en la toma de decisiones, con las cuales pretenden obtener alguna ganancia, in-
volucran procesos de optimizacién. Cuando se trata de situaciones sencillas, los procesos también lo
son; y la puesta en juego de la intuicién y experiencia personal, tal vez, juegan un rol importante. Sin
embargo, a medida que se abandonan las situaciones mas triviales y la mirada se centra en aquellas
donde la solucién 6ptima es fundamental, por diferentes motivos, resalta la necesidad de compren-
der e investigar las operaciones éptimas para la toma de decisiones; y por tanto, surge en la sociedad
la tendencia a la complejizacién y sofisticaciéon matematica para poder dar respuestas viables y més
favorables a diferentes problemaéticas (Herndndez [50] y Zavala Diaz y Vakhania [56]).

Las tendencias recientes en filosofia de las mateméticas reconocen un triple cardcter en esta disciplina:
las mateméticas como quehacer humano, comprometido con la resolucién de cierta clase de situaciones
probleméticas; las matematicas como lenguaje simbélico y como un sistema conceptual l6gicamente or-
ganizado y socialmente compartido, emergente de la actividad de matematizacioén. (J. Godino et al. [59]).

Sujeto a estos argumentos es que, cuando estaba cursando el primer afio del Profesorado Universita-
rio en Matemadticas y estaba prepardindome para rendir el final de la materia Geometria Euclidiana,
surgieron de entre los conceptos que iban y venian, y entre las mdltiples hojas que escribia resolvien-
do diversos ejercicios, la siguiente cadena de interrogantes: ;cuél es el triangulo que encierra el drea
maéxima entre todos los tridngulos de igual perimetro?, mds atn, ;cudl es el poligono de n lados que
encierra drea maxima entre todos los poligonos de # lados cuyo perimetro es idéntico?; y finalmente,
(cudl es la curva que encierra maxima area entre todas las curvas de igual longitud? Sin darme cuen-
ta, me habfa sumergido en una problemdtica ya existente de un problema que fue discutido durante
mas de dos mil afos para ser resuelto: el problema isoperimétrico.

Recorte acorde a los alcances de la monografia: Tratamiento en el marco de la Geometria Euclidiana, ma-
teria en que ha surgido la inquietud del estudiante por explorar y profundizar en el tema elegido.

2.2 El problema isoperimétrico

El problema isoperimétrico es un problema de optimizacién (llamaremos problema de optimizacién
a todo aquel en el cual el objetivo fundamental es obtener un valor maximo o un valor minimo de
alguna variable). Claro que no fue entendido ni clasificado como tal, sino hasta las proximidades del
siglo XIX.

Encuadre del tema en un édrea especifica de la matematica: optimizacién. Dimensién matemaética.
2.2.1 El problema isoperimétrico como un hito histérico

La historia muestra grandes hitos respecto al estudio de los problemas de optimizacién. Algunos de
estos son:
= La obra de Pappus de Alejandria “Coleccién matematica” (320 a.C.)
» Los problemas isoperimétricos (Zenodoro, Gergonne, Steiner).
= El desarrollo del célculo diferencial en el siglo XVII, reconocida por el uso de derivadas para re-
solver problemas de médximos y minimos. Distinguida atin mads, por los aportes de Euler, quien
propone y crea el calculo de variaciones, considerando la obtencién de funciones que optimi-
zan funciones. Esto proporciond valiosas herramientas matematicas para afrontar problemas mas
avanzados.
» El desarrollo de la programacion lineal en la primera mitad del siglo XX. Kantorovich y Koop-
mans recibieron el premio Nobel de Economia en 1975 (teoria de la asignacion dptima de recursos).
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Encuadre del tema como hito histérico en optimizacién junto con otros hitos en el drea. Dimensién
histoérica

2.2.2 Origen del problema isoperimétrico

Existen varias fuentes que narran el surgimiento del problema isoperimétrico, sin duda alguna, todas
sostienen que es una leyenda que hunde sus raices en la mitologia. La misma nacié a continuacién
de la migracioén fenicia, cuando Dido, o Elisa, se estableci6 en el norte de Africa (en la regioén que
actualmente se llama Tanez).

Elisa lleg6 a las costas de Africa, donde vivian los gétulos, una tribu de libios cuyo rey era Jarbas. Pidié
hospitalidad y un trozo de tierra para instalarse en ella con su séquito. Jarbas le expuso que le daria tanta
tierra como ella pudiera abarcar con una piel de buey. Elisa, a fin de que la piel abarcara la maxima tierra
posible, la hizo cortar en finas tiras y asi consiguié circunscribir un extenso perimetro. Tras esto hizo
erigir una fortaleza llamada Birsa, que mds tarde se convirtié en la ciudad de Carthago o Qart-Hadash,
sobre un promontorio existente entre el lago de Ttnez y la laguna Sebkah er-Riana, que desembocaba
en mar abierto. Instaurada como soberana de la ciudadela, recibié de los habitantes el nombre de Dido.
Dido es sin duda una mujer excepcional. Arguedas [49].

No es fortuito que las historietas y leyendas que ligan drea y perimetro sean antiquisimas y se repi-
tan en el tiempo, incluso a distancia de siglos (basta pensar en el mito sobre la fundacién de Cartagine
por parte de Didone y a la célebre adivinanza de Galileo). Esta es una sefial, no més que una sefial, por
supuesto, de obstaculo epistemoldgico; por otra parte: cuando una idea matemaética no entra inmediata-
mente a formar parte de esta disciplina y, por el contrario, es causa de discusiones, contestaciones, luchas;
generalmente puede considerarse un obstdculo epistemolégico en el sentido de Brousseau. D’Amore y
Fandifio Pinilla [57].

Dimensién epistemolégica.

2.2.3 El problema isoperimétrico “vivo” durante 2000 afios

El problema isoperimétrico no quedé resuelto, en la época de Dido, desde un punto de vista matema-
tico. Existieron muchos matematicos que se esforzaron en resolver este problema. Partiendo desde
el griego Zenodoro, quien hizo grandes contribuciones para la resolucién de este aporte, y vivi6 en
torno al 200 a.C.; y concluyendo en principios del siglo XIX, cuando el problema fue completamente
resuelto por Weierstrass, el cual utiliz6 el célculo de variaciones.

Las matemadticas constituyen, por tanto, una realidad cultural constituida por conceptos, proposicio-
nes, teorias, etc. (los objetos matematicos) y cuya significacién personal e institucional esta intimamente
ligada a los sistemas de practicas realizadas para la resolucién de las situaciones-problemas. J. Godino
etal. [59].

2.3 Zenodoro, el geémetra griego

Zenodoro, al parecer, vivi6 en Atenas, aproximadamente entre los afios 200 y 140 a.C. Su trabajo
sobre figuras isoperimétricas se conoce por medio de algunas referencias, como la que realiza Teén
de Alejandria (335-405), matematico griego, en sus amplios comentarios al Almagesto de Ptolomeo.
Pappus (290-350) también hace uso de las proposiciones de Zenodoro en el libro V de su Coleccion
Matemdtica (Herrero [51]).

Zenodoro, tras abordar el problema isoperimétrico, intenta demostrar que el circulo tiene mayor
drea que cualquier poligono con el mismo perimetro.

Una de las propiedades que demostré Zenodoro falla. Fue, probablemente Pappus, quien se per-
caté de tal error y hace una nueva demostracién tras recoger los escritos de Zenodoro. Afios més
tarde, Lhulier (1750-1840) y Steiner (1796-1863) resuelven el problema.

En este apartado el estudiante describe los lemas y teoremas enunciados por Zenodoro, muestra varias
ilustraciones y realiza un anélisis de los mismos. Se detiene en el examen de un argumento de Zenodoro
fallido y, si bien no ha quedado registrado en la monografia, se buscaron contraejemplos con el software
GeoGebra.
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24 Unanueva forma de abordar el problema isoperimétrico: Gergonne

Joseph Diaz Gergonne (1771-1859), es el primer autor que se plantea resolver el problema isoperimé-
trico sin recurrir a los poligonos, lo que viene a ser un aporte diferente a los que se venian registrando.

Una figura que tenga perimetro fijo y drea maxima, ha de ser convexa ya que, si no lo fuera bastara
tomar su envoltura convexa (menor conjunto convexo que lo contiene), que tendra perimetro menor
y drea mayor. S6lo habra coincidencia en caso de que la figura de partida fuera convexa. Herrero [51,

p- 6l

El estudiante resalta el cambio de perspectiva en el abordaje del problema hacia la generalizacién (de
poligonos a figuras). Aparecen nuevos conceptos y procedimientos matematicos: convexidad, simetri-
zacion.

2.5 El matematico cuyo nombre esta ligado con mas fuerza al problema isoperimétrico: Ja-
kob Steiner (1796-1863)

El matematico Jakob Steiner (1796-1863) realizé varias demostraciones en el contexto de extensos e
interesantes trabajos sobre diferentes aspectos de los maximos y minimos de medidas asociadas a
diferentes figuras (Herrero [51]). Las demostraciones de Steiner encierran construcciones y razona-
mientos puramente geométricos. Sin embargo, a Steiner se le reprocha, que en sus demostraciones
da por supuesta la existencia de solucién. Lo mismo ocurre con el razonamiento de Gergonne.

En general, las demostraciones de Steiner utilizan el razonamiento por el absurdo, a pesar de
que se trate de argumentos y construcciones diferentes. Esto es, suponer que existe una figura no
circular con perimetro fijo y drea maxima, y luego demostrar que se puede construir otra figura con
el mismo perimetro que tiene mayor drea. Lo cual es una contradiccion con lo supuesto. Y finalmente,
se concluye que la figura 6ptima debe ser un circulo ya que las nuevas figuras presentan propiedades
que solo tiene este.

Demostracion del Teorema Principal de Steiner.

Acd se aborda otro elemento epistemoldgico a considerar: la demostracién por absurdo y no por cons-
truccién, que ha generado numerosos debates al interior de la comunidad matemaética.

2.6 El problema isoperimétrico resuelto después de 2000 afios

Fue el ilustre matematico K. Weierstrass (1815-1897) quien dio solucién al problema isoperimétrico, y
su resolucion no vino de la mano de la geometria euclidiana. Posteriormente otros matematicos como
Hurwitz (1859-1919), Blaschke (1855-1962), Schmidt (1876-1959) y Santal6 (1911-2001) ofrecieron otras
soluciones al problema isoperimétrico abordado desde diferentes caminos. Los “famosos” problemas
de optimizacién o de extremos ligados que se trabajan en carreras universitarias son generalmente
abordados utilizando el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange, propuesto por el matematico,
fisico y astrénomo Joseph-Louis Lagrange (1736- 1813). No obstante, Bonnesen ofrece una prueba que
mejora la desigualdad isoperimétrica.

... disponemos de todo un sistema conceptual previo, herencia del trabajo anterior de las mentes ma-
tematicas més capaces, que nos proporcionan la solucién de un sinndmero de problemas. Esta herencia
quedaria desaprovechada si cada estudiante tuviese que redescubrir por si mismo todos los conceptos
que se le tratan de ensefiar. La ciencia, y en particular las matemaéticas, no se construye en el vacio, sino
sobre los pilares de los conocimientos construidos por nuestros predecesores. (J. Godino et al. [59]).

3. REFLEXIONES FINALES

1. En la evolucién del problema isoperimétrico hubo diferentes aportes de diversos mateméticos
en diferentes tiempos y partes del mundo. Existieron también, errores sustanciales en algunas
de las demostraciones propuestas como solucién al problema isoperimétrico, dicho desde un
punto de vista matematico; sin embargo, se observé una actitud constructiva por parte de los
que retomaron la problemaética. Pues, si bien, los que retomaban el problema sefialaban el error
en algunas de las demostraciones que fueron presentadas por otros matematicos en el pasado
(por ejemplo en las demostraciones Zenodoro, Gergonne, Steiner, etc), continuaban trabajando
en busqueda de una solucién y retomando las buenas conclusiones de los matematicos que les
precedieron.
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Por otro lado, ha contribuido a la resolucién del problema isoperimétrico un cambio de perspec-
tiva. Esto resulta importante, pues una mirada reflexiva sobre la evolucién histérica del problema
isoperimétrico, nos invitaria a plantearnos que, si ya se ha probado por tanto tiempo resolver un
problema por un determinado camino, ;por qué no abordarlo desde otro lugar?

...si se considera que las matematicas son una construccién humana que surge como consecuencia de
la necesidad y curiosidad del hombre por resolver cierta clase de problemas o disposiciones del entorno;
que, asimismo, en la invencién de los objetos matematicos tiene lugar un proceso de negociacién social
y que estos objetos son falibles y sujetos a evolucién, entonces el aprendizaje y la ensefianza debe tener
en cuenta estos procesos. (J. Godino et al. [59]).

2. El avance en los distintos campos de la matemética ha contribuido en la resoluciéon de mdultiples
problemas, en particular, el problema isoperimétrico. Como se observd, con las herramientas del
célculo de variables, del cual no disponia Zenodoro, se resolvi6 el problema de una forma muy
sencilla. Entonces, este es un punto de reflexién y, en alguna medida, de confianza para el futuro.
Pues, muchos de los problemas mateméticos que actualmente no pueden ser resueltos es probable
que més adelante se logren resolver.

Las herramientas materiales, conceptuales y tecnolégicas influyen y condicionan la actividad mate-
matica y por tanto a la Matemadtica misma.

3. En mi propia experiencia, durante la lectura y comprensién de los teoremas explorados de los
diferentes autores, noté que el lenguaje matematico ha ido evolucionando a nuestro favor en
cuanto a la facilitacién de la comunicacién de ideas entre matematicos. La universalizaciéon del
lenguaje matemadtico, ayuda a agilizar la comprension y el crecimiento de la ciencia matematica.

Las matematicas son un lenguaje simbdlico en el que se expresan las situaciones-problemas y las so-
luciones encontradas; ..., como todo lenguaje implica unas reglas de uso que hay que conocer y su apren-
dizaje ocasiona dificultades similares al aprendizaje de otro lenguaje no materno. (J. Godino et al. [59])

4. Otro aspecto a reflexionar sobre la actividad que manifiestan, en lineas generales, los que trabajan
(o trabajaron) con matematica es el hecho de que a pesar de que un problema haya sido resuelto,
si no se logro resolver por un determinado camino por el cual se habia intentado, parece ser una
invitaciéon para muchos a querer hallar la solucién por tal recorrido, o al menos querer entender
por qué no se pudo ir por ese lado. ;Cudles seran los fundamentos de esta actitud, tantas veces
vista a lo largo de la humanidad?

Para llevar a cabo este andlisis se deben operar transformaciones geométricas sobre las figuras, pero
solo a finales del siglo XIX estas transformaciones, su potencia, su necesidad, se revelaron completamente
a los ojos de los matemaéticos; por milenios dominé la rigidez de los Elementos de Euclides; incluso
este retardo en la introduccién-aceptacion es una obvia sefial de obstaculo epistemoldgico. (D’Amore y
Fandino Pinilla [57]).

Dimensién epistemolégica

5. Por ultimo, las TIC son herramientas con alto potencial matemético que pueden ser usadas a
nuestro favor. Estoy seguro de que lo que para Zenodoro representé una gran dificultad, y lo
llev6 a conclusiones equivocadas, no le hubiera pasado si hubiese sabido utilizar GeoGebra, por
ejemplo. Y como se menciond anteriormente, las intuiciones que se ponen en juego a la hora del
trabajo con la geometria euclidiana son muy fuertes, pero a veces equivocadas. Es por eso que el
buen uso de las TIC puede representar en nuestro trabajo exploratorio matematico una potente
herramienta que complementa otros métodos de la matematica.

Lo que queremos resaltar es que las TIC no solo podrian ser usadas para ahorrar tiempo. jHay mu-
cha matematica valiosa que podria abordarse solo si contamos con tecnologia! Si, s6lo si contamos con
tecnologia. (Rodriguez [55]).

A modo de cierre, siendo el objetivo general de la asignatura “Epistemologia e Historia de la Matema-
tica” realizar un andlisis sobre aspectos relevantes de la epistemologia de la matematica que se proyectan
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en la problemaética didéctica con el fin de proporcionar a los-las estudiantes, futuros profesores de mate-
matica, herramientas para la comprensién de los condicionamientos histérico-sociales del conocimiento
cientifico y sus consecuencias en lo educativo, la eleccién de la modalidad “Monografia” no es capricho-
sa.

En la elaboracién del trabajo monogréfico se consulta bibliografia que debe justificarse pertinente,
aparecen conceptos, demostraciones y procedimientos matemédticos que requieren fundamentacién y
se presentan numerosas oportunidades de discutir entre pares y con la docente acerca de las teméticas
generales de la Matemadtica y particulares de cada uno de los temas elegidos. Se trata de una produccién
individual, aunque andamiada y colaborativa, con perspectiva al futuro desempeiio como docentes.

Pero, asi como en las materias de didactica de la matematica el foco estd puesto en la ensefianza, en
esta materia el foco estd puesto en la matematica pero desde una mirada humanizada y humanizante,
que deje lugar a la actividad y a la creatividad. Como sefialamos al principio, es fundamental que los es-
tudiantes cuenten con la madurez necesaria para abordar cuestiones epistemolégicas en que reflexionen,
cuestionen y comprendan los temas que se abordan y entiendan la matemdtica como una ciencia activa
en desarrollo que no estd libre de polémicas al interior de la comunidad de matematicos ya sean mds
histéricas como las controversias entre las escuelas logicista, formalista y constructivista o las actuales
como matemadtica pura o aplicada, el uso de tecnologias para la demostracién, etc.
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