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REsuMEN. Es claro que el dibujo no es relevante en geometria, pero es de particular importancia en la
deduccion, en el aprendizaje o en la ensenanza. En este sentido, si contaramos con mas de un sistema
de dibujo, seguramente nuestro pensamiento se dirigiria hacia las teorias y los posibles modelos. En
esta propuesta trataremos el siguiente problema: Supongamos la existencia de un modelo para la
geometria Euclidiana en la que las rectas se las dibuja como rayos de luz, los puntos como pequenas
manchas, etc; tratemos de validar otro modelo para la geometria absoluta que tiene dibujos para los
objetos de la teoria distintos, a su vez este sera también un modelo para una geometria llamada No
Euclidiana.

Trataremos uno de los modelos més famosos para la geometria absoluta, el modelo del Semiplano
Superior de Poincaré. En esta propuesta brindaremos conceptos elementales de este modelo, junto
con herramientas de GeoGebra para hacer el dibujo correspondiente. Justificaremos como puede
pasarse de un supuesto modelo para la geometria euclidiana a una interpretaciéon para la geometria
no euclidiana o de Lobachevski. También dedicaremos un espacio a consideraciones historicas del
modelo del semiplano superior de Poincaré.

1. CONTENIDOS

El modelo del Semiplano Superior de Poincaré. Interpretacion de los axiomas de incidencia. He-
rramientas con GeoGebra para el dibujo de los objetos elementales del modelo. Interpretaciéon de los
axiomas de orden. Axiomas de congruencia. Interpretacion y dibujo de las herramientas correspon-
dientes. Axiomas de continuidad. Axioma de Lobachevski.

2. REQuUISITOS PREVIOS

Conocimiento basico de GeoGebra y un primer curso de geometria de nivel superior. Es preciso
tener GeoGebra Classic en su version actual instalado en algun dispositivo.

3. OBJETIVOS

El objetivo principal de este taller es dotar a los cursantes de herramientas teoricas y de apoyo grafico
sobre el modelo del semiplano superior de Poincaré. En particular, realizar una verificaciéon somera de
los cuatro primeros grupos de axiomas de la geometria absoluta dentro del modelo de Poincaré (en
forma teorica) y discutir luego el quinto grupo; y desarrollar herramientas graficas dinamicas como
apoy6 pedagodgico.

Un objetivo secundario es mostrar a los cursantes la utilidad de contar con mas de una forma de
interpretar los objetos (tedricos). En otras palabras, tratar de despertar el interés de los cursantes
centrandonos en la ventaja de independizarse de la intuicién y centrarse en la especulacion tedrica.
Dreher y Kuntze [Dreher, 2015].

Al concluir el curso los docentes deberian haber discutido sobre las interpretaciones para un teoria,
en este caso la geometria absoluta, y haber tratado sobre las interpretaciones para la teoria. Otra
discusion que tiene que presentarse es sobre el valor de la representacion gréfica en el sentido didéactico
y en el sentido matematico y logico.

4. ACTIVIDADES

4.1. Actividades Previas. Primeramente comunicaremos a los cursantes los objetivos, los con-
tenidos del taller y el sistema de evaluaciones mediante un escrito que adjuntaremos en el curso de
la plataforma e-learning designada. También recomendaremos la lectura de: paginas del libro Efimov
[Efimov, 1984], con el objetivo de repasar los postulados de la Geometria Absoluta y los dos modelos
que el libro propone para ella. De apuntes sobre la construccion de herramientas con GeoGebra, videos
y sitios web de terceros sobre estos temas.

Propondremos una lista de actividades, posterior a las lecturas recomendadas, que consiste princi-
palmente en la creaciéon de una herramienta que permita trazar una semicircunferencia con extremos
en la abscisa dados dos puntos en el semiplano superior, no alineados en una recta.

Haremos un cuestionario objetivo de autocorreccién en el curso que nos asignen en la plataforma
e-learning a modo de autoevaluacion.
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Presentaremos una lista de expositores entre los cursantes, para que resuelvan algunos ejercicios
derivados de los documentos y del material audiovisual adjuntado en el curso.
Los axiomas de incidencia que tomaremos son Sangari y Egliez [Sangari, 2021]:

Ax 1.1 Cualesquiera que sean los puntos A,B existe una recta no euclidiana que pasa por los puntos
AB.

Ax 1.2 Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A,B existe a lo sumo una recta no euclidiana que
pasa por los puntos A,B.

Ax 1.3 En cada recta no euclidiana hay al menos dos puntos. Existen al menos tres puntos que no
estan sobre una misma recta.

4.2. Primeras dos horas sincrénicas. Iniciaremos el taller con las presentaciones correspondien-
tes y la mecénica de los talleres, particularizando el presente. Todo esto en aproximadamente 15’.

Para que las personas que no hayan podido repasar el material que se adjunté en la plataforma
no sufran un defasaje muy serio, haremos una breve aclaracion: indicaremos lo que dice la teoria
de la Geometria Absoluta (los primeros cuatro grupos de axiomas) y la forma en que se dibuja
habitualmente; y si se considera un modelo para esta, como se puede obtener otro modelo derivado
del primero, como es el modelo de Poincaré. Para precisar, daremos la siguiente correspondencia:

= Plano — Semiplano abierto (Cualquiera) « de borde r.

= Rectas — Semicircunferencias en a con extremos en r y semirrectas abiertas en o perpendicu-
lares a r .

= Puntos — Puntos en «.

Para que no vayamos a perdernos con los objetos en los modelos considerados al primero (modelo
tradicional) le llamaremos euclidiano y al segundo no euclidiano por motivos que aclararemos luego.
(207).

Posteriormente pasaremos a dar la palabra a los cursantes designados como expositores en la seccion
4.1, permitiendo exponer la herramienta creadas en GeoGebra(45’)

Luego plantearemos el caso en el que los puntos, que determinan la semicircunferencia en la herra-
mienta que crearon, estén alineados en una recta perpendicular a la abscisa, permitiéndoles observar
cambios en sus propuestas iniciales. Esto llevara a una puesta en comin de lo que la herramienta
deberfa hacer y como solucionarlo. Generaremos las condiciones necesarias para lograr a una lluvia de
ideas tendientes a solucionar los problemas surgidos. Obteniendo asi una herramienta que dados dos
puntos no euclidianos, cualesquiera, puede trazar una recta no euclidiana que pasa por ellos. (40’)

4.3. Primeras dos horas Entre Clases. Les entregaremos apuntes de creacién propia sobre la
definicion e interpretacion de la relacion estar entre, y de la definicién de inversion y sus propiedades.
Lo primero con el fin de abordar el segundo grupo de axiomas de la Geometria Absoluta.

Los axioma de orden que tomaremos son:

Ax I1.1 Si el punto B se encuentra entre el punto A y el punto C, entonces A, B, C son puntos
diferentes de una misma recta, y B se encuentra, asimismo, entre C y A.

Ax I1.2 Cualesquiera que sean los puntos distintos A y C, existe al menos un punto B sobre la recta
AC tal que C estd entre A y B.

Ax I1.3 Entre tres puntos cualesquiera de una recta, a lo sumo uno de ellos puede encontrarse entre los
otros dos.

Ax 114 (Azioma de Pasch) Sean A,B y C tres puntos que no pertenecen a una misma recta, y a, una
recta en el plano ABC que no contiene ninguno de los puntos A, B,C. Entonces, si la recta
a pasa por algun punto del segmento AB, también pasard por algin punto del segmento AC o
por alguno del segmento BC'.

Lo segundo con el fin de introducir al III grupo de axiomas.
Tomamos como axiomas de congruencia:

Ax II1.1 Si A y B son dos puntos sobre la recta a, y A’ es un punto de la misma recta, o bien de otra
recta a’, siempre podemos encontrar, a un lado prefijado de A’ sobre la recta a’, un punto B’,
y solo uno, tal que el segmento AB es congruente al A'B’(se denota AB = A'B’). Para cada
segmento AB exigimos la congruencia AB = BA.

Ax II1.2 Si los segmentos A’B' y A”B" son congruentes al mismo segmento AB; entonces A'B’ es
congruente al segmento A" B”, es decir, si AB' = AB y A”B" = AB entonces también
A'B'=A"B".

Ax TI1.3 Sean AB y BC' dos segmentos sobre la recta a, sin puntos interiores comunes y sean, ademds,
A'B" y B'C’ dos segmentos sobre la misma recta, o bien sobre otra a' que tampoco poseen
puntos interiores comunes. Si

AB=A'B' y BC =B'C’
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entonces
AC = A
Ax II1.4 Sean dados < (h,k) en el plano «, una recta o' en este mismo plano, o bien en otro, o/,
y supongamos fijado un lado determinado del plano o con respecto a la recta a’. Sea h' una
semarrecta de la recta a’ con origen en el punto O'. Entonces en el plano o’ existe una semirrecta
k', y solo una, tal que < (h, k) es congruente con < (h', k") y, ademds, todos los puntos interiores
de < (W', k") se encuentran en el lado prefijado con respecto a a’.
Si < (hyk) =< (W, k'), entonces < (k;h) =< (K'; /).
Cada dngulo es congruente consigo mismo, es decir: < (h, k) =< (h, k) y < (h,k) =< (k, h)
Ax IIL.5 Sean A, B,C tres puntos no pertenecientes a una misma recta y A', B',C’ otros tres, tampoco
pertenecientes a una misma recta. Si

AB=A'B'JAC = A'C'y < BAC =< B'A'C’

entonces
< ABC =< A'B'C'y < ACB=< A'C'B’

Se propondran actividades para abordar los apuntes de lectura, en las que se trabajara con la
demostracion de los tres primeros axiomas del grupo II. Asi como también la creacion de las herra-
mienta en GeoGebra de punto medio, mediatriz y bisectriz no euclidiana, basandonos en la definiciéon
de inversion.

4.4. Segundas dos horas sincrénicas. Comenzaremos por repasar las actividades de la seccion
4.3. Pediremos a los cursantes exponer obstaculos, si los hubo, en la realizaciéon de las actividades
correspondientes a la seccién 4.3 y con ayuda del resto de oyentes propondremos soluciones. Todo ello
incentivando la interaccion y participacion (307).

Luego se trataremos el axioma restante de éste grupo y se pondré en comiin el esquema de demos-
tracion de ellos, sin ahondar en detalles, dejando abierto al cursante esta actividad si lo desea.(20’)

Después se recordara definicion de inversion y sus propiedades (10”). Se pedira a los cursantes
relatar la creacion de las herramientas pedidas en la seccién 4.3, reproduciremos las acciones relatadas,
constatando su funcionalidad, y versatilidad con respecto a la posicion de los puntos.(30’)

Luego enunciaremos el primer axioma del III grupo (congruencia), interpretaremos el enunciado
graficamente en GeoGebra, el cual compartiremos por la plataforma e-learning designada. Luego de
dejar unos minutos libres para pensar su demostracion, haremos una puesta en comtn de ésta (207).

Por ultimo enunciaremos el resto de axiomas del grupo III con sus respectivas interpretaciones en

GeoGebra.

4.5. Segundas dos horas Entre Clases. Se brindara a los cursantes apuntes y actividades sobre
la definicion de orden de los puntos de una semirrecta y orden de los puntos de una recta, con el fin
de introducir al lector en el grupo IV de axiomas. Tomaremos como el cuarto grupo

Ax IV.1 (Axioma de Arquimedes) Sean AB y CD segmentos arbitrarios. Entonces sobre la recta AB
existe un ndimero finito de puntos Ay, Ag, ..., A, situados de manera que A; esta entre A y
Ay, Ay esta entre Ay y As, etc, tales que los segmentos AAq, Ay As, AsAs, ..., A,_1A, son
congruentes al segmento CD y B esté entre Ay A,.

Ax IV.2 (Axioma de Cantor) Supongamos que una recta arbitraria a de da una sucesion infinita de
segmentos Ay By, A By, A3 B3, ... de los cuales cada uno esta en el interior del precedente; su-
pongamos ademaés, cualquiera sea una segmento fijado, existe un indice n para el cual A, B,
es menor que ese segmento. Entonces existe sobre la recta a un punto X que esté en el interior
de todos los segmentos Ay By, As By, A3Bs, ...

Para mejor desarrollo de resultados usaremos el Principio de Dedekind: Si todos los puntos de la
recta estdn distribuidos en clases de manera que:
1. Cada punto pertenece a una clase y solo a una, y cada clase tiene puntos.
2. Cada punto de la primera clase precede a cada punto de la sequnda.
Entonces, o bien en la primera clase existe un punto que sigue a todos los demds de ésta
clase, o bien en la sequnda clase existe algin punto que precede a todos los demds de dicha
clase.

Y que segun el teorema siguiente

Teorema. Si a los axiomas I-I1I agregamos el principio de Dedekind, las proposiciones de Arquimedes
IV.1 y de Cantor IV.2 pueden ser demostradas. Y reciprocamente.

También se daré una pequena resena histérica sobre la controversia del V postulado, presentando la
geometria de Lobachevski, junto con actividades para trabajar sobre la interpretacion del postulado de
la paralela en ambos modelos. Se pretende que con las actividades propuestas los cursantes concluyan
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que, para el modelo de Euclides el postulado de las paralelas se cumple y que no asi para el modelo
del semiplano superior de Poincaré.
Usamos como axioma de las paralelas:
Ax V.1 Existe una recta a y un punto A que no le pertenece; tal que en el plano determinado por A y
la recta a, pasan por A al menos dos rectas que no cortan a a.

4.6. Terceras dos horas sincrénicas. Se iniciara la clase haciendo un breve repaso de las activi-
dades anteriores, luego enunciaremos los axiomas de continuidad y el principio de Dedekind, aclarando
que hay un teorema que los relaciona. en una puesta en comun se hablaréd sobre el principio de De-
dekind y sobre la veracidad de éste para el modelo en el que estamos trabajando. Se extraeran ideas
principales, con el objetivo de llegar a concluir que los axiomas de continuad son validos en el modelo
(40%).

A continuacion con el aporte de lo trabajado en la seccion 4.5 se pedira a los alumnos que expresen
las conclusiones a las que llegaron, resolviendo las actividades, con respecto al V postulado en el
modelo. Se anotaran ideas principales con su respectivas explicaciones. Concluyendo de ésta manera
que, el modelo del semiplano superior de Poincaré no es un modelo para la geometria euclidiana, pero
si para la geometria absoluta, y para la geometria de Lobachevski o no euclidiana.

4.7. Evaluacién final. La evaluacion final seré a través de un cuestionario, mediante la plataforma
exa-Virtual. Se pretende que el cursante sea capaz de:

s Comprender de conceptos y principios de la geometria no euclidiana.

s Identificar lo que es un modelo, y como se prueba que lo es.

= Identificar las diferencias entre los dos modelos dados.

= Diferenciar los distintos elementos del modelo del semiplano superior de Poincaré.

= Identificar la definicion de la relacion estar entre y de congruencia en el modelo del semiplano
superior.
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