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REsSUMEN. En el marco de la busqueda de herramientas educativas para la mejora de la ensefianza
de la matematica, y en particular de probabilidades y estadistica, se presenta una propuesta de
trabajo orientada a buscar una alternativa para la ensenanza de temas relativos a test de hipotesis
en estadistica. La misma serviria para resignificar diversos temas especificos dentro de esta tematica
mediante la aplicacion de inferencia informal con el uso de la aplicacién para dispositivos méviles
y web. Se realiza ademés una exploraciéon bibliogréafica sobre las dificultades que en la ensefianza y
aprendizaje de estos conceptos.

1. INTRODUCCION

Los métodos de inferencia estadisticos son de fundamental importancia en toda situaciéon que re-
quiera el anélisis de datos para la toma de decisiones en presencia de incertidumbre y variacion.
Contribuye a facilitar el analisis de informacién que se requiera, (Vanderman [Vanderman, 2002|).
Viles [Viles, 2007] comenta que la estadistica es importante en la ciencia en general, se puede aplicar
al diseno de nuevos productos y a su desarrollo, asi como al control, a la optimizaciéon y a la mejora
de la calidad de procesos de fabricacion de bienes y servicios.

El objetivo de este trabajo es desarrollar dispositivos que promuevan la ensenanza funcional de
esos temas especificos de test de hipotesis para los alumnos de carreras cientifico-tecnolégicas. Segiun
Batanero, Diaz y Lopez-Martin [Batanero, 2017| cuando los alumnos universitarios se encuentran en
un curso inicial de estadistica y deben resolver un contraste de hipotesis, con frecuencia no comprenden
todos los pasos, sino que los aplican en forma mecénica.

Dentro de los temas mas importante de inferencia estadistica para la aplicacién en el campo de
experimental, se encuentra el tema de test de hipodtesis, pero también son abundantes los reportes
sobre las dificultades sobre su ensenanza y aprendizaje. Los calculos e interpretacion de los errores de
Tipo I y de Tipo II son fundamentales para entender la logica de los test de hipotesis. Por eso es que
se propone una ensenanza contextualizada, para estas tematicas con el uso de una aplicaciéon que se
puede implementar en codigo de programacion R (R.C. [Team R. C., 2021]) en teléfonos moviles en el
que los alumnos pueden simular el proceso de extraccién de una muestra aleatoria de una fabrica bajo
ciertas condiciones para realizar la certificaciéon de un articulo mediante un test de hipotesis y calcular
empiricamente las probabilidades de errores de Tipo Iy de Tipo II. El estudiante tiene a su disposicion
el codigo del programa y lo puede modificar de modo de simular distintos escenarios de trabajo. Esta
propuesta permitiria emular el trabajo cientifico de investigacion en inferencia estadistica que parte de
un hecho empirico para luego generalizarlo a la poblacion. Ademaés, los acerca a manejar el lenguaje
de programacion R de fundamental importancia en el trabajo cientifico en el campo de la estadistica.
Esta propuesta permitiria que los alumnos tomen un rol activo en la construccién del conocimiento de
estas teméticas ya que pueden intervenir desde la simulacién de la muestra con la que se realizaré el
test como en la construcciéon de comun acuerdo en el transcurso de la clase de los conceptos de error
de Tipo I y de Tipo II y la resignificacion de los mismos para la situacion planteada.

2. REQUISITOS PREVIOS

Esta propuesta esta dirigida a docentes de nivel superior para la ensenanza en carreras cientifico-
tecnologicas.

3. DESARROLLO

3.1. Estado y situaciéon del tema. Una prueba de hipétesis es un método de inferencia estadisti-
co que permite decidir acerca del valor de un parametro poblacional por medio de los datos obtenidos
a partir de una muestra. Dado el caracter aleatorio de la muestra los resultados pueden estar sujetos
a variaciones aleatorias, por lo que una prueba de hipdtesis permite decidir si pequenas desviacio-
nes observadas respecto al resultado que idealmente deberia haber ocurrido segiin nuestra hipdtesis,
son atribuibles al azar o efectivamente los resultados no se corresponden con la hipotesis que se ha
planteado sobre el valor del parametro. Existen numerosos errores e interpretaciones incorrectas del
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contraste de hipotesis, que se han encontrado incluso en los trabajos de investigacion (Batanero [Ba-
tanero, 2000]; Falk y Greenbaum [Falk, 1995|; Harradine, Batanero y Rossman [Harradine, 2011]).El
establecimiento de hipoétesis adecuadas a la situacién es el primer paso en la resolucién de un proble-
ma de contraste de hipotesis pero presenta grandes dificultades de comprension para los estudiantes
que no logran identificar cuales serian las hipotesis adecuadas en cada caso, no comprenden el papel
que juegan en el proceso o confunden las hipotesis nula y alternativa (Vallecillos Jiménez [Vallecillos
Jiménez, 1997]). Liu y Thompson [Liu, 2009] encontraron una falta de comprension de la logica de
los test de hipotesis ligada a la comprension de los resultados. Ademas, Vallecillos Jiménez [Vallecillos
Jiménez, 1994] realizé una amplia investigacion sobre el aprendizaje del tema del contraste de hipote-
sis estadisticas en alumnos universitarios y detecté que algunos alumnos suponen que la suma de las
probabilidades de cometer un error de Tipo I y un error de Tipo II es uno y esto no es asi, los dos
tipos de errores son eventos incompatibles, pero no son sucesos complementarios. Se han encontrado
estudiantes que creen que el cambio del nivel de significacién no afecta al riesgo de error de Tipo I en
la decision. Algunos confunden la significacion estadistica y con relevancia practica, otros asocian un
resultado significativo como uno que corrobora la hipotesis nula. Batanero, Diaz y Lopez-Martin [Ba-
tanero, 2017] observo que los alumnos manifiestan una dificultad en cuanto a la comprension, cuando
calculan la probabilidad de cometer un error de Tipo I perdiendo de vista la condicion (la verdad
de la hipotesis nula). Muchos estudiantes asocian de forma inmediata el rechazo de la hipotesis al
error de Tipo I. Vallecillos Jiménez [Vallecillos Jiménez, 1997] encontr6 conflictos en la logica de la
interpretacion de los test de hipotesis ligadas a la suposicion de que los test de hipotesis proporcionan
una demostracion matemética deductiva de la verdad de la hipoétesis y que el nivel de significacion
de un test es la probabilidad de que Hj sea cierta dado que se ha rechazado. Es decir, se interpre-
ta incorrectamente el resultado del test por creer que el contraste demuestra la hipotesis o porque
calcula su probabilidad. También en la misma publicacién se identifican errores en el aprendizaje de
los alumnos asociados al calculo e interpretacién del p-valor. El valor p se calcula mediante el calculo
de la probabilidad de observar el valor empirico del estadistico o un valor mas extremo, dado que
la hipotesis nula es verdadera y varfa de una muestra a otra y muchas veces es confundido con el
nivel de significacion que fija el experimentador antes de realizar el test. Un concepto que se suele
comprender erréneamente es el nivel de significacion. Respecto a este concepto se pueden encontrar
numerosos conflictos, el més frecuente consiste en intercambiar los dos términos de la probabilidad
condicional, interpretandolo como la probabilidad de que la hipétesis nula sea cierta, una vez que la
decision de rechazarla se ha tomado (Krauss y Wassner [Krauss, 2002]). También se han reportado
conflictos para distinguir lo que es un parametro y lo que es un estadistico o no reconocen que un
estadistico es una variable aleatoria, lo que lleva a plantear mal los test de hipotesis, por ejemplo,
los alumnos confunden la media muestral con la media poblacional (Korin [Korin, 2021]; Harradine,
Batanero y Rossman [Harradine, 2011]).

3.2. Marco teodrico. Las nuevas teorias didacticas conciben al alumno como un verdadero prota-
gonista de su aprendizaje, en donde el profesor proponga actividades contextualizadas dentro de su
especialidad que permitan el surgimiento de un modo funcional las técnicas, elementos tecnoldgicos
y organizaciones matematicas que se quieren ensenar. Los docentes deben ser guias y mediadores,
para que los estudiantes aprendan. La Teoria Antropolégica de lo Didéctico (TAD), propone la apli-
cacion de un dispositivo didactico que denomina Actividad de Estudio e Investigacion (AEI), para
enfrentar lo que ha denominado la monumentalizacion del saber y la pérdida del sentido de lo que
se estudia en algunos ambitos educativos (Chevallard [Chevallard, 2013]). Dicho dispositivo permite
introducir en los sistemas de ensenanza procesos de estudio funcionales, tanto a nivel cognitivo como
procedimental, concibiendo al alumno con un rol activo en el proceso de ensenanza/aprendizaje Para
ello, las AEI se organizan en torno a una pregunta generatriz (Jy, seleccionada por el profesor, que
tenga el potencial de generar el estudio por parte de los alumnos de ciertos contenidos matematicos.
Se propone una investigacion y debate, en este caso, centrado en torno a la pregunta generatriz: Qq:
¢ Cdomo certificar una caracteristica de un producto o proceso?. La busqueda de respuesta a la pregunta
también generard mas preguntas derivadas, que permitiran contextualizar la propuesta, como puede
ser ;Como certificar la longitud del alabe de la turbina de un motor? Las respuestas a las preguntas
junto con otras derivadas de una actividad especifica llevaran al estudio de técnicas y de elementos
tecnolodgicos-tedricos especificos relativos a test de hipotesis.

3.3. Propuesta. La propuesta que se presenta a continuaciéon esta dirigida, en particular, a alumnos
de las carreras cientifico-tecnologicas que estén cursando probabilidades y estadistica. La AEI servira
para complementar la ensenanza formal de estos conceptos y se resolvera mediante la aplicacion de
inferencia informal (Zieffler et al. [Zieffler, 2008]) con el uso de la aplicacion para dispositivos moviles
y web: Run R Script - Online Statistical Data Analysis - Version 1.1 ([Liila Tech, 2018]) que permite
programar usando el lenguaje R version 3.5.2 ([Team R. C., 2021]), y Python ([Python S. F., 2017]),
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es un entorno de desarrollo integrado (IDE) en linea, incluye una consola, un editor de codigo que
admite la ejecucién directa de co6digo, asi como herramientas, archivos de datos definidos por el usuario,
almacenamiento de cédigo en la nube. Este software genera una cuenta en la nube para cada usuario,
donde se almacenan los codigos que desee el mismo, con el fin de ser compartidos con los usuarios
mediante diferentes métodos (redes sociales, email, etc.), permitiendo ser ejecutados sin poseer una
instalacion del programa. Se propone, en este caso, compartir con los alumnos en el aula las rutinas
mediante un codigo QR que “encripte” el link a la direccion web de la rutina en forma directa.

Para comenzar la actividad el profesor propone un debate acerca de la certificacién de un producto
y de los métodos estadisticos para certificar la calidad del mismo, que iniciara el estudio del saber
a construir. La pregunta generatriz del debate sera: Qg: sCdmo certificar una caracteristica de un
producto?, esta pregunta actuaria como eje articulador para la reconstruccion de los temas relativos a
test de hipotesis. A su vez esta pregunta podria derivar en otras ;Qué significa certificar un producto?
La certificacion de un producto o proceso consiste en un gran numero de actividades tendientes a
validar la calidad del mismo, dichas actividades dependeran del producto a certificar. Consiste en
la inspeccion de los procesos de fabricacion, ensayos de muestras realizadas por el organismo de
certificacion correspondiente y la auditoria de las mismas para verificar si cumplen los estandares
técnicos. s Qué productos se pueden certificar? Materiales de construccion de distinta indole, partes
de aeronaves, materiales eléctricos, productos electronicos, etc. ;Qué caracteristica de un producto se
podria certificar?

Supongamos el caso en que se desea certificar una dimensiéon de un alabe de turbina de un motor
a reaccion de un avion (ver Figura 1).

Camara de Tobera
COMmEnsian

Ficura 1. Esquema tipico de un motor a reaccion de aviéon, a la izquierda el rotor
de la turbina de varios discos

Como se observa en la seccion de la turbina existen varios discos conformados por una cierta
cantidad de alabes, insertados en los mismos, estos deben poseer una longitud media especifica en
funcion del diseno del motor (Ver Figura 2).

19

FI1GURA 2. Imagen de un alabe y de los discos donde se insertan los mismos

A

En un caso particular, de un motor de una marca determinada, la longitud de un alabe para el disco
de mayor diametro se puede modelar como una variable aleatoria con distribucién aproximadamente
Normal con media g = 269 mm, y una desviacién estandar o = 0,15 mm.
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Actividad 1. Una fébrica de motores a reaccion estéa trabajando de acuerdo a los estandares
de calidad. De todas formas, anualmente debe someterse a una auditoria para verificar dicha
situaciéon. La auditoria se realiza mediante un test de hipoétesis realizado sobre una muestra
aleatoria extraida de la produccion. La caracteristica a certificar es la longitud media del alabe
para el disco de mayor didmetro

Propuesta 1. El objetivo de esta propuesta es resignificar desde un punto de vista empirico el
concepto de error de Tipo I y de probabilidad de error de Tipo I para un test de hipotesis.

Para realizar la actividad se le propone a cada alumno generar con la aplicacion Run R Script
una muestra aleatoria X7, Xs,..., X10 donde cada X; tenga distribucion Normal con media 269 y
desviacion estandar o = 0,15 mm, que serviria para simular la extraccién de una muestra aleatoria de
la fabrica que esté trabajando de acuerdo a los estandares de calidad.

Para poder realizar la certificacion de la longitud media de la produccién de los dlabes de esa marca
producidos por una fabrica, se propone a cada alumno, realizar con la muestra obtenida el siguiente
test de hipotesis bilateral:

Hy : ;o= 269 mm, contra la hipotesis alternativa Hy : p # 269 mm

Donde rechazar Hy significaria que la fabrica no cumple los estandares. La regla de decision del
test podria ser rechazar Hj si %

V10
Luego se plantea a los estudiantes las siguientes preguntas s Alguno rechazé Hy con la muestra selec-

cionada? ;Es correcto haber rechazado Hy? 5Si se realiza el test 10.000 veces con distintas muestras,
cuantas veces rechazariamos Hy? ;Se podria representar grdficamente usando las 10.000 muestras de
tamario 5 la distribucion empirica de X ? ;Como se podria representar la region de rechazo de Hy en
dicha grifica? ;Como se podria calcular la frecuencia relativa de veces que la fabrica no satisface los
estdndares de calidad? ;Como se podria interpretar esa proporcion en términos de nuestro problema?
¢ Como se podria calcular la frecuencia relativa de veces que la fabrica podria certificar la pieza?

Para contestar estas preguntas los estudiantes pueden correr una rutina utilizando Run R Script
con el cédigo que se muestra a continuacion que se brinda a los mismos mediante la vinculaciéon con
un co6digo QR https://r.varisk.xyz/r/220611/demo-Rout-1558816771-dark.html

> 20,05 siendo X = XitXototXso

n=10
mediaMuestral=function(n) #Esta funcidn genera una muestra aleatoria de tamafio n
{muestra=rnorm(n,269,0.15) # Normal con media 269 y desviacidén esténdar 0,15
media=mean (muestra) # calcula la media de dicha muestra
return(media)}
mediaMuestral (5) # el programa muestra la media obtenida
muchasmedias=replicate (10000, mediaMuestral(5)) # se generan 10000 medias muestrales
z=qnorm (0.05, lower.tail=FALSE) # calcula el z0.05
hx=hist (muchasmedias ,breaks=50) # se genera el histograma.

plot (hx,col=ifelse (abs (hx$breaks -269)< z*0.15/sqrt (5) ,0,3)) # colorea la region de rechazo
porc=1-sum(abs (muchasmedias -269)<e) /10000 # estima la probabilidad de error de tipo I
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FiauraA 3. Histogramas de la distribuciéon de frecuencias de las medias muestrales
Propuesta 1

El saber hacer estas tareas se justifica por el hecho de cada alumno puede generar sus propias

muestras e identificar graficamente la distribucién de las frecuencias absolutas de X cuando la dis-
tribucion subyacente de la muestra es Normal con media 269 y desviacion estandar 0,15 (Figura 3,
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izquierda). Esto serviria para contestar la pregunta: ;Se podria representar graficamente usando las
10.000 muestras de tamaiio 5 la distribuciéon empirica de X? Luego pueden identificar graficamente
en color verde en el histograma (Figura 3, derecha), la frecuencia de veces que se rechazara Hy con lo
que se puede estimar la probabilidad de cometer un error de Tipo I si se la divide por 10.000:

. . 103
P(error de Tipo I) = P(Rechazar Hp|p = 269) & 19000

Esta, difiere un poco de la verdadera probabilidad que es 0,1 por tratarse de una simulacion.

Esto serviria para contestar estas preguntas: ;Qué proporcion de X caen en la zona de rechazo?
¢ Cdmo se podria interpretar esa proporcion en términos de nuestro problema?

En el mismo grafico de la Figura 3 de la derecha, se puede apreciar la regiéon complementaria, que
no esta pintada de verde, que serviria para estimar la potencia o sensibilidad del test.

Esta forma de trabajo les intervenir en el diseno del programa realizando distintas tareas: generar
las muestras aleatorias bajo las condiciones requeridas, calcular el promedio de cada una de ellas,
construir un histograma con los promedios, identificar en el histograma los promedios que caen en la
zona de rechazo del test, cambiar si quisieran el tamano de las muestras o el niimero de simulaciones.
Por otro lado, esta propuesta permitiria que los alumnos se familiaricen con el uso del lenguaje de
programacion R, que es fundamental para célculos en estadistica. Esta forma de trabajo muestra
como se llevan a cabo las investigaciones estadisticas y las principales ideas que subyacen en dichas
investigaciones.

Propuesta 2. El objetivo de esta propuesta es resignificar desde un punto de vista empirico el
concepto de error de Tipo II y de probabilidad de error de Tipo II para el test de hipotesis aplicado
a la misma actividad.

Para realizar la actividad se le propone a cada alumno generar con la aplicaciéon Run R Script
una muestra aleatoria X, X5, ..., X190 donde cada X; tenga distribucién Normal con media 269,04 y
desviacion estandar o = 0,15 mm, que servirfa para simular la extracciéon de una muestra aleatoria de
la fabrica que no esta trabajando de acuerdo a los estandares de calidad.

Luego se plantean las preguntas ;Algun alumno no pudo rechazar Hy con la muestra seleccionada?
651 se realiza el test 10000 veces con distintas muestras, cuantas no veces rechazariamos Hy? ;Se
podria representar grdficamente usando las 10000 muestras de tamano 5 la distribucion empirica de
X ? ;Para qué proporcion de valores de X se rechaza Hy? ;Qué proporcion de valores de X no caen
en la zona de rechazo? ;Como se podria identificar esa region en el histograma? ;Coémo se podria
interpretar esta proporcion en términos de nuestro problema? ;Qué proporcion de valores de X caen
en la zona de rechazo de Hy? ;Como se podria interpretar esta proporcion en términos de nuestro
problema?

Para contestar estas preguntas los estudiantes pueden correr una rutina utilizando Run R Script
con el codigo que se muestra a continuaciéon que se brinda a los mismos mediante la vinculaciéon con
un co6digo QR https://r.varisk.xyz/r/220611/demo-Rout-1530181579-dark.html

mediaMuestral=function(n) # la funcidén genera una muestra aleatoria de tamafio n de
{muestra=rnorm(n,269.04,0.15) # distribucién Normal con media 269,04 y desviacidén estandar 0,15
media=mean (muestra) # calcula la media de dicha muestra
return (media)}
mediaMuestral (5) # el programa muestra la media obtenida
muchasmedias=replicate (10000, mediaMuestral (5)) # se generan 10000 medias muestrales

z=qnorm (0.05, lower.tail=FALSE) # calcula el z0.05

hx=hist (muchasmedias ,breaks=50) # se genera el histograma.

plot (hx,col=ifelse (abs (hx$breaks -269)< z*0.15/sqrt(5) ,2,0)) # identifica la zona de aceptacidn
porc=sum(abs (muchasmedias -269)<e) /10000 # estima la probabilidad de error de tipo II

El alumno puede generar sus propias muestras e identificar la region de aceptacion de Hy (ver zona
de color rojo en Figura 4), mediante la distribuciéon empirica de X cuando la distribucion subyacente
de la muestra es Normal con media 269,04 y desviacion estdndar 0,15. Lo que permitiria estimar
empiricamente la probabilidad de cometer un error de Tipo II, es decir:

8,431
10000

P(error de Tipo IT) = P(Aceptar Ho|pu = 269,04) =

Este valor difiere un poco de la verdadera probabilidad por tratarse de una simulacion. Se puede
realizar nuevamente la experiencia con una muestra de tamano n = 20 o mas para ver que a medida
que se toman muestras mas grandes de la produccién dicha probabilidad disminuye. También se podria
generar muestras con una media mas lejos de 269, por ejemplo 269,06 en lugar de 269,04 y observar
también que la probabilidad de cometer error de Tipo II disminuye.
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FiGurA 4. Histogramas de la distribuciéon de frecuencias de las medias muestrales
Propuesta 2

4. CONCLUSIONES

En este trabajo se present6 una Actividad de Estudio y de Investigaciéon que permitiria resignificar
las probabilidades de error de Tipo I y de error de Tipo II, a partir de la simulacién de la certificacién
de una caracteristica de una pieza de un motor. La misma pregunta generatriz es posible presentarla
en otros contextos y orientar la propuesta para distintas carreras cientifico-tecnologicas. El uso de la
aplicacion Run R Script ofrece grandes ventajas para la ensenanza dado que se puede implementar
en un aula de clases, pudiéndose ejecutar en un dispositivo moévil y sin tener la aplicacion instalada,
esto resulta superador a otras propuestas de este tipo (Batanero y Diaz [Batanero, 2015]), ya que esta
aplicaciéon no solo tiene esta capacidad, sino que ademés permite programar y variar los codigos, lo
cual expande el universo de posibilidad de estudios de diferentes aspectos de la teméatica. Ademaés, se
les facilita a los estudiantes el cddigo del programa propuesto para la actividad, de modo que ellos
simplemente lo ejecuten como estd o puedan cambiar algunas variables para explorar el comporta-
miento de las probabilidades de los errores de Tipo I y II en distintas situaciones, como por ejemplo:
., Qué pasa con dichas probabilidades si aumentamos el ntimero de piezas extraida de la fabrica? El
hecho de usar la simulacion para los calculos los ayudaria a comprender mejor cuél es la funcion
del condicionante en el calculo de las probabilidades de error de Tipo I y de Tipo II y de sus com-
plementos. Ademas, permitiria emular el trabajo cientifico en inferencia estadistica que parte de un
hecho empirico para luego generalizarlo a la poblaciéon. Esta propuesta de ensenanza se ha aplicado a
alumnos de la facultad de ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata, como trabajo futuro se
evaluard su impacto en el aprendizaje.
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